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Abstract 
Our main aim of this research is to derive new rule for evaluating triple integrals with 
continuous integrands by using trapezoidal and mid point rules and to  derive correction 
terms (error formula) and to improve the results by using Romberg  acceleration .we 
showed that the  composite method from Romberg  acceleration and the values yielded 
from mid point method at the exterior dimension(z) and trapezoidal method at the 
middle and interior dimension y and  x when the number  of subintervals  of exterior 
dimension equl to the number of subintervals of middle dimension and equl to the 
number of subintervals of interior dimension,that is  h h h  ,where as h  is the 

distances  on z ordinates, h  is the distances on y ordinates on y and h   is the 
distances on x ordinates  which we called it RMTT we can depend on it to evaluate 
triple integrals when the integrands are continuos and it gave high accuracy with little 
subinterrals   

 
 
    المقدمة.1
سموب أمعينة ب اتيةبتكار طرائق متنوعة لإيجاد حمول تقريبية لمسائل رياضيايتميز موضوع التحميل العددي في   

ىو   فالتحميل العددي الحديث.  تعتمد كفاءة ىذه الطرائق عمى كل من الدقة والسيولة التي يمكن بيا أن تنفذ.  فعال
لمتكاملات الثلاثية أىمية في إيجاد الحجوم والمراكز   وبما أن . جية العددية لممجال الواسع لمتحميل التطبيقيالوا

2المتوسطة وعزم القصور الذاتي لمحجوم عمى سبيل المثال الحجم الواقع داخل 2 4x y x  0وفوقz  

02-0صفحة  
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2  وتحت 2 4x y z  2لمحجم الوقع داخل   وحساب المركز المتوسط 2 9x y  0  وفوق المستويz  
4xوتحت المستوي  z   وكذلك إيجاد الكتل ذات الكثافة المتغيرة مثل قطعة من سمك رفيع أو صفيحة رقيقة من

 . لذلك عمل عدد من الباحثين في مجال التكاملات الثلاثية  ,[4][7] آيرز  فرانك.المعدن
طرائق التكامل الأحادي لتكوين طرائق لحساب التكامل الثلاثي و [  6] استخدمت ضياء  2009 في عام        

)ىي )RMRM RS  ,( )RMRM RM ,( )RMRS RM  و( )RMRS RSمن   وىذه الطرائق ناتجة
( )RM RS , ( )RM RM  ( )RS RM  ,عمى البعد الأوسط (y  )والبعد الداخمي (x  ) ومن طريقة

وسطىتعجيل رومبرك مع قاعدة النقطة ال RM عمى البعد الخارجي (البعدz ) وقد توصمت إلى إن الطريقة
)المركبة  )RMRS RSالثلاثية التي مكاملاتيا دوال مستمرة من حيث الدقة   ىي الأفضل عند حساب التكاملات

 . لمتكاملات الى القيمة  الحقيقية وسرعة الاقتراب
طريقة عددية لحساب قيم التكاملات الثلاثية وذلك باستعمال طريقة  [5]قدمت عكار  2010وفي عام        

RMMM  عمى الأبعاد  الناتجة من تعجيل رومبرك مع قاعدة النقطة الوسطى المطبقة  x وy وz  عندما
تكون عدد الفترات الجزئية التي تجزأ إلييا فترة البعد الداخمي مساوية لعدد الفترات الجزئية التي تجزأ إلييا فترة البعد 

قة وحصمت عمى نتائج جيدة من حيث الد  الأوسط ومساوية لعدد الفترات الجزئية التي تجزأ إلييا فترة البعد الخارجي
 .وبفترات جزئية قميمة نسيبا   الحقيقية لمقيم وسرعة الاقتراب

لمتكاملات الثلاثية   جديدة لحساب قيم تقريبية  لاشتقاق قاعدة  أما في ىذا البحث نقدم مبرىنة مع البرىان       
رك عمى القيم ناتجة عن تطبيق طريقة تعجيل رومب  التي مكاملاتيا دوال مستمرة وصيغة الخطأ ليا وىذه القاعدة

وقاعدة شبو المنحرف عمى البعدين الأوسط  zالنقطة الوسطى عمى البعد الخارجي   الناتجة من استعمال قاعدتي
1عندما  xو yوالداخمي 2m n n (2n  عدد الفترات الجزئية التي تجزأ إلييا فترة البعد الداخمي ,a b 1وn 

فترة البعد الأوسط   عدد الفترات الجزئية التي تجزأ إلييا ,c d وm ييا فترة البعد عدد الفترات الجزئية التي تجزأ إل
الخارجي  ( ,e g  وسنرمز ليذه الطريقة بالرمزRMTT  حيثR طريقة تعجيل رومبرك وMTT  القاعدة

لقيمة الحقيقية وبعدد فترات جزئية قميل المشتقة وقد حصمنا عمى نتائج جيدة من حيث الدقةو سرعة الاقتراب الى ا
 .    نسبيا  
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 عدديا   المستمرة المكاملات ذات الثلاثية التكاملات حساب. 2

-مبرهنة  :  
لتكن الدالة  ( , , )f x y z مستمرة وقابمة للاشتقاق في كل نقطة من نقاط المنطقة         , , ,a b c d e g  والقيمة  

قريبية لمتكامل الت
( , , )

g d b

e c a

I f x y z   
  يمكن حسابيا من القاعدة الآتية: 
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صيغة انخطأ هي                    وأن  2 4 6( ) ( )MTT MTT MTT MTTE h I MTT h A h B h C h        

                                                                                

حيث   , , ,...MTT MTT MTTA B C ثوابث جعحمذ عهى انمشحقات انجزئية نهذانة   f فقط  ولا جعحمذ عهى   h . 
ن وأ 1,2, 1 ii n x a ih              

1,2, 1 jj n y c jh    1,2, 1 kk n z e kh     

                                                                          
  البرهان 

يمكن كتابة التكامل  الثلاثي  I بشكل عام بالصورة الآتية :   

     , , (1)

g d b

MTT

e c a

I f x y z dxdydz MTT h E h    

                                                                             
إذ إن  ( )MTT h ىي قيمة التكامل عدديا  باستخدام قاعدتي النقطة الوسطى عمى البعد   z وشبو المنحرف عمى  

البعدين  x و  y وان    ( )MTTE h ىي سمسمة حدود التصحيح الممكن إضافتيا إلى قيم  ( )MTT h , وان  

1 2

b a d c g e
h

n n m

  
   بفرض إن  1 2n n m  . 

:  أن صيغة الخطأ لمتكاملات الأحادية ذات المكاملات المستمرة باستخدام قاعدة النقطة الوسطى ىي  
2 4 (3) (3) 6 (5) (5)

0 0 0

1 7 31
( ) ( ) ( ) ( ) (2)

6 360 15120
M n n nE h h f f h f f h f f       

                                   
:  ستخدام قاعدة شبو المنحرف ىياماأ  
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2 (1) (1) 4 (3) (3)

0 0

1 1
( ) ( ) ( )                                                             (3)

12 720
T n nE h h f f h f f     

                                          
 [2],[1]فوكس 

لمصيغتين )   Mean-value theorem for derivativesوباستخدام نظرية القيمة المتوسطة في التفاضل 2  و(
 (  نحصل عمى : 3)

     
     

 
 2 40 2 0 4 0 6 (6)

1 2 3

7 31
( ) ...               (4)

6 360 15120

n n n

M

x x x x x x
E h h f h f h f  

  
   

     
     2 40 2 0 4

1 2( ) ...                                                 (5) 
12 1512

n n

T

x x x x
E h h f h f 

  
  

               
 

حيث  01,2,3, , ( , )i i ni x x    .عكار   [5]   
10 0 0, ,n n ma x b x c y d y e z g z      . 

فبالنسبة لمتكامل الداخمي  , ,

b

a

f x y z dx لمنحرف عمى البعديمكن حسابو عدديا  بقاعدة شبو ا  x و)التعامل مع  

,z y                          -كثوابت(  من الصيغة :

 
2

1
2 1

2
1

4 6
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4 6

( ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) 2 ( , )

2 12

( ) ( , , ) ( ) ( , , )
(6)

720 30240

b n

i
ia

h b a f y z
T f x y z dx f a y z f b y z f x y h

x

b a f y z b a f y z
h h

x x



 





 
     



   
  

 

 
حيث ان , , , ( , )

1 2 3
a b    (6).وبمكاممة الصيغة  بالنسبة الى  y ل معو)التعام  z ايضا بقاعدة شبو كثابت (

نحصل عمى  المنحرف  
2 1

1
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2 4
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[
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n
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h
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f x c z f x d z f x y z h h dy

x x

h d c f a
h
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  


 

حيث ( , )kl c d  وان  1,2,3, , 1k n      1,2,3,l   
zبالنسبة الى(7)وبمكاممة طرفي المعادلة  في الفترة    ,e g بأستخدام قاعدة النقطة   -الوسطى نحصل عمى الاتي:   
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حيث ان   ijk قيم تنتمي الى الفترة   ( , )e f وأن   
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(8)وبتطبيق نظرية القيمة المتوسطة لمتكامل عمى  -:الاتينحصل عمى    
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ان حيث , , , ,...i i i i    ثوابت تنتمي لمفترة   ( , )e g     
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1 1 1

2 4
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
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ان  حيث  , , ,...MTT MTT MTTA B C ثوابت تعتمد عمى المشتقا ت الجزئية لمدالة f تعتمد عمىولا  h  
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(2102انسنة)  

 3. الأمثمة
1.   

2 2 2

1 1 1

log x y z dxdydz    مقربة إلى ثلاث عشر )  1.4978022885754 إذ إن قيمتو الحقيقية ىي 

(.مرتبة عشرية  

2.  
3 2 1

2 1 0

x y z
xe dxdydz

  

    
0.0052567434550 إذ إن قيمتو الحقيقية   ىي. لاث عشر مرتبة )مقربة إلى ث 

 عشرية(.
 -: النتائج.4
 التكامل إن    

2 2 2

1 1 1

log x y z dxdydz    ذات مكامل معرف لكل        , , 1,2 1,2 1,2x y z     لذا

حصمنا عمى النتائج  RMTTوباستعمال طريقة(  9) فان صيغة حدود التصحيح لمتكامل تكون مماثمة لمصيغة
 -:  وىي كالأتي( 1)المدونة في جدول

 
N MTT K=2 K=4 K=6 K=8 
1 1.4914164635716         
2 1.4962003263722 1.4977949473057       
4 1.4974014816711 1.4978018667707 1.4978023280684     
8 1.4977020675944 1.4978022629022 1.4978022893110 1.4978022886958   
16 1.4977772321352 1.4978022869821 1.4978022885874 1.4978022885759 1.4978022885755 

 

حساب التكامل الثلاثي ( 1)الجدول  
2 2 2

1 1 1

ln 1.4978022885754I x y z dxdydz      
1نلاحظ من الجدول انو عندما  2 16n n m    ان قيمة التكامل  باستخدام قاعدةMTT ثلاثتكون صحيحة ل 

عشر  لاثنتيعشرية وعند استعمال طريقة تعجيل رومبرك مع القاعدة المذكورة حصمنا عمى قيمة صحيحة  مراتب
 فترة جزئية(.122و وبــ )(مرتبة عشرية

وكذلك التكامل  
3 2 1

2 1 0

x y z
xe dxdydz

  

   مكامل معرف لكل ذات        , , 0,1 1,2 2,3x y z     لذا فان

يبين حساب التكامل أعلاه عدديا  ( 2) و الجدول((9التصحيح ليذا التكامل تكون مماثمة لمصيغةصيغة حدود 
 RMTT طريقةباستعمال ال
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( 2( انعذد)5مجهة انقادسية نعهوو انحاسوب وانرياضيات انمجهذ)

(2102انسنة)  

 

 
 الثلاثي التكامل حساب( 2) الجدول

 
3 2 1

2 1 0

0.005256743455
x y z

I xe dxdydz
  

    
1نلاحظ من الجدول انو عندما 2 16n n m    باستخدام قاعدة   ان قيمة التكاملMTT  تكون صحيحة لخمس

مطابقة لمقيمة التحميمية مراتب عشرية وعند استعمال طريقة تعجيل رومبرك مع القاعدة المذكورة حصمنا عمى قيمة 
2)12 وبــمقربة الى ثلاثة عشر مرتبة عشرية   ئيةفترةجز (

         
 
 
 

N MTT K=2 K=4 K=6 
1 0.0037989419942       
2 0.0048955533470 0.0052610904646     
4 0.0051667211075 0.0052571103610 0.0052568450207   
8 0.0052342562679 0.0052567679880 0.0052567451631 0.0052567435781 
16 0.0052511228273 0.0052567450138 0.0052567434822 0.0052567434555 
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( 2( انعذد)5مجهة انقادسية نعهوو انحاسوب وانرياضيات انمجهذ)

(2102انسنة)  

   
 المناقشة

نستنتج من خلال نتائج وجداول ىذا البحث انو عند حساب التكاملات الثلاثية بالقاعدة المذكورة           MTT إن  
فترات ىذه القاعدة تعطي قيما  صحيحة )لعدة مراتب عشرية( مقارنة مع القيم الحقيقية لمتكاملات باستعمال عدد من ال

الطريقة التعجيمية عمى سبيل المثال ,في التكامل الأول  حصمنا عمى قيمة صحيحة لثلاث   الجزئية بدون استعمال
مراتب عشرية  عندما  1 2 16n n m   بقاعدة   MTT وفي التكامل الثاني حصمنا عمى خمس مراتب عشرية  

صحيحة عندما  1 2 16n n m   ام القاعدة باستخد   MTT إلا إن الجداول أوضحت انو من خلال استخدام    
تعجيل رومبرك مع القاعدة المذكورة أعطت نتائج أفضل من حيث سرعة الاقتراب الى القيم التحميمية بعدد قميل من 

صحيحة الى اثنتي عشرمرتبة عشريةفي الجدول رقمالفترات الجزئية حيث حصمنا عمى قيمة  (1) مة بينما أعطت قي 
 .(2)مطابقة لمقيمة التحميمية مقربة لثلاث عشر مرتبة عشريةفي الجدول رقم
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( 2( انعذد)5مجهة انقادسية نعهوو انحاسوب وانرياضيات انمجهذ)

(2102انسنة)  
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(2102انسنة)  

 RMTTالبرنامج المستخدم لحساب القيم التقريبية بطريقة
 بمغة الماثلاب

( , , ) 1f x y z   

مهف نكحابة انذانة  هو  , ,f x y z فيه و   

function F=  , ,f x y z ; 

F=  log x y z  ; 

 RMTTطريقة
نهذانة  لاثي انحكامم انث لإيجادبرنامج   , ,f x y z في انمنطقة      , , [ , ]a b c d e g  باسحعمال طريقة   RMTT . 
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s(i,2)=s(i,2)+2*(g(a,c+h*j,e+h*((2*t-

1)/2))+g(b,c+h*j,e+h*((2*t-1)/2))); 

for u=1:n-1 

s(i,2)=s(i,2)+4*g(a+h*u,c+h*j,e+h*((2*t-1)/2)); 

s(i,1)=n; 

end 

end 

end 

s(i,2)=s(i,2)*h*h*h/4; 

for l=3:i+1 

clc 

s(i,l)=(s(i,l-1)*2^D(l-2)-s(i-1,l-1))/(2^D(l-2)-1) 

clear all 

clc 

a=1;b=2;c=1;d=2;e=1;f=2;eps=10^(-14); 

%find triple integral of function g(x,y,z) on 

[a,b]*[c,d]*[e,f] 

%using RMTT 

D(1)=2;D(2)=4;D(3)=6;D(4)=8;D(5)=10;D(6)=12;D(7)=14;D

(8)=16;D(9)=18;D(10)=20;D(11)=22; 

n=1;h=(b-a)/n; 

s(1,1)=1; 

s(1,2)=h*h*h*(g(a,c,e+.5*h)+g(a,d,e+.5*h)+g(b,c,e+.5*

h)+g(b,d,e+.5*h))/4; 

for i=2:10 

n=2^(i-1);s(i,2)=0; 

h=(b-a)/n; 

for t=1:n 

    s(i,2)=s(i,2)+g(a,c,e+h*((2*t-

1)/2))+g(a,d,e+h*((2*t-1)/2))+g(b,c,e+h*((2*t-

1)/2))+g(b,d,e+h*((2*t-1)/2)); 

for k=1:n-1; 

 s(i,2)=s(i,2)+2*(g(a+k*h,c,e+h*((2*t-

1)/2))+g(a+k*h,d,e+h*((2*t-1)/2))); 

end 

for j=1:n-1 
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( 0( انعذد)5ت انمجهذ)مجهة انقادسية نعهوو انحاسوب وانرياضيا

(2102انسنة)  

end 

if abs(s(i,i+1)-s(i,i))<=eps; 

sprintf('%5.0f %2.15f',n,s(i,i+1)) 

break 

els 

end 

end 

xlswrite('E:/(MTT-1).xls',s,1,'A2') 

 

 
   المستخمص

التكاملات الثلاثية ذات المكاملات المستمرة باستعمال قاعدتي شبو المنحرف   جديدة لحساب  قاعدة  اليدف الرئيس من ىذا البحث ىو اشتقاق
بالاعتماد   استعممنا طريقة تعجيل رومبرك  ليا  ولتحسين نتائج التكاملات الثلاثية(  صيغة الخطأ) التصحيحوالنقطة الوسطى واشتقاق حدود 

قاعدة النقطة   الطريقة المركبة من طريقة تعجيل رومبرك عمى القيم الناتجة من تطبيق  إن  فتبين لنا,   حدود التصحيح التي وجدناىا  عمى
عندما عدد الفترات الجزئية التي تجزأ إلييا فترة  xو yوقاعدة شبو المنحرف عمى البعدين الأوسط والداخمي zالوسطى عمى البعد الخارجي 

مى البعد الأوسط ومساوية لعدد الفترات الجزئية التي تجزأ التكامل عمى البعد الداخمي مساوية لعدد الفترات الجزئية التي تجزأ إلييا فترة التكامل ع
)إلييا فترة التكامل عمى البعد الخارجي أي إن  )h h h  حيثh  المسافات بين الإحداثيات عمى المحورz  وh ين المسافات ب

يمكن الاعتماد عمييا في حساب   RMTTوأسميناىا   xالمسافات بين الإحداثيات عمى المحور hو  yالإحداثيات عمى المحور
 . ت دقة عالية في النتائج بفترات جزئية قميمة نسبيا  التكاملات الثلاثية ذات المكاملات المستمرة إذ أعط
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