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الحلقات شبه أولٍة إلى الٍوٍن كلٍاً بعض خصائص 

 

Some Properties of Fully Semi Prime Right Rings 

 
صادق عبذ العزٌز ههذي 

 الجاهعة الوستنصرٌة – كلٍة التربٍة –هذرس فً قسن علىم الحاسبات 
 

 الخلاصة

 تععاً يٍ ٔعأعؽٙدسط صف انحهقاخ شثّ الأٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً أ طْزا انثحثفٙ  

 .خصائصٓا 

 

Abstract  

 In this paper I shall study class of Fully Semi Prime Right Rings, 

and I shall give Some Properties of those Rings . 

 

 يصؽهحاخ ٔذعاسٚف  . 1

:        فًٛا ٚهٙ عُغرخذو انشيٕص ٔانًصؽهحاخ انرانٛح 

R       = حهقح نٛظ يٍ انعشٔس٘ أٌ ذكٌٕ ذثذٚهٛح أٔ ٔاحذٚح . 

( Ring not necessary commutative or unitary ) 

    UR = ٙصيشج انعُاصش انقاتهح نهقهة ف  R   ،  ( Units group of  R ) 

 = Z( R )   يشكض انحهقح R  ،  ( Center of  R )      

   SNR =ٙيجًٕعح انعُاصش عذًٚح انقٕج انثغٛؽح ف  R    ،  

R )  ( Set of simple nilpotents of 

 :َٔعشفٓا كًا ٚهٙ 

SNR  = {  x  R  ; x
2
  = 0 } 

    1.1ذعاسٚف 

  َقٕل عٍ حهقحR   إَٓا  Zi   - حهقح( Zero insertive ring )   إرا كاَد ذحقق 

: انشـشغ انرانٙ 

x . y = 0  x r y =0        ;        x,y,r  R   

  َقٕل عٍ حهقح ٔاحذٚحR   إَٓا  v – ًٍٛٛحهقح إنٗ ان ( Right v-ring )       إرا كاَد 

  .  R  ْٙ ذقاؼع نًثانٛاخ أعظًٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ    Rكم يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ

 

  َقٕل عٍ حهقحR   (إنٗ انًٍٛٛ  )  إَٓا شثّ ذثذٚهٛح إنٗ انٛغاس  

( Left semi commutative ( Right … ) ) ٙإرا ذحقق انششغ انران  : 

 r, a  R    r  R   ;  ar = r  a 

(  r, a  R  r  R   ;  ra = a r  ) 

  َقٕل عٍ حهقح R  فٌٕ َٕٛياٌ  إَٓا َظايٛح تحغة يفٕٓو  (Von Neumann)  إرا 

 :  ذحقق انششغ انرانٙ 

  a  R    r  R   ;  a = a r a  

  َقٕل عٍ حهقح R   إَٓا إتذانٛح َظايٛح  ( Abelian regular ) إرا ذحقق انشـشغ   

 :انرانٙ 

  a  R    r  R   ;  a = a
2
 r  
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 2.1ذعاسٚف 

    R  إَٓا يثانٛح  شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فٙ   R  يٍ  Pَقٕل عٍ يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ  . 1

( Semi prime right  ideal )   إرا كاَد P  R   ٙٔذحقق انششغ انران   :

I
2
  P   I  P      ًٍٛٛلأ٘ يثانٛح إنٗ ان     I   ٍي R   . 

  َقٕل عٍ حهقحR    ًٍٛٛإَٓا حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ ان  ( Semi prime right ring )  

  .  R يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فٙ {0} إرا كاَد  

  َقٕل عٍ حهقحR     ًإَٓا حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛا  

(Fully semi prime right ring)   إرا كاَد جًٛع يثانٛاخ R  ّانًُٛٛٛح ْٙ يثانٛاخ  شث 

  .  Rأٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فٙ 

    R  إَٓا يثانٛح أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فٙ   R يٍ  Pَقٕل عٍ يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ  . 2

( Prime right  ideal )   إرا كاَد P  R   ٙٔذحقق انششغ انران   :

J  P  ٔا I J  P  I  P ًٍٛٛلأ٘ يثانٛرٍٛ إنٗ ان   J , I  ٍي  R  .  

  َقٕل عٍ حهقحR   ًٍٛٛإَٓا حهقح أٔنٛح إنٗ ان  ( Prime right ring )    {0} إرا كاَد 

 .   Rيثانٛح  أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فٙ 

  َقٕل عٍ حهقح R    ًإَٓا حهقح أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛا  ( Fully prime right ring )   

  .  R انًُٛٛٛح ْٙ يثانٛاخ  أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فٙ  Rإرا كاَد جًٛع يثانٛاخ 

    R  إَٓا يثانٛح ذايح  الأٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فٙ   R  يٍ  Pَقٕل عٍ يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ  . 3

( Completely prime right  ideal )   إرا كاَد P  R   ٙٔذحقق انششغ انران  :

b  P  ٔأ  a b  P  a  P ٍٚلأ٘ عُصش   b , a   ٍي  R  .  

 َقٕل عٍ حهقحR   ًٍٛٛإَٓا حهقح ذايح الأٔنٛح إنٗ ان (Completely prime right 

ring)    يثانٛح ذايح  الأٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فٙ {0} إرا كاَد R   . 

  َقٕل عٍ حهقحR     ًإَٓا حهقح ذايح الأٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛا  

( Fully completely prime right ring )   إرا كاَد جًٛع يثانٛاخ  R  ْٙ انًُٛٛٛح 

 .   Rيثانٛاخ  ذايح الأٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فٙ 

 

  3.1يلاحظاخ 

ًٚكٍ أٌ َشٖ تغٕٓنح أٌ كم يثانٛح ذايح الأٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ ْٙ يثانٛح أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ ٔأٌ  . 1

ٔيٍ ُْا َجذ انشاتؽح تٍٛ صفٕف . كم يثانٛح أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ ْٙ يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ 

 .انغاتقح  (  2.1 )انحهقاخ انٕاسدج فٙ انرعاسٚف 

    R  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ   R  P ٔكاَد  ( Unitary ring ) حهقح ٔاحذٚح    Rإرا كاَد  . 2

 :  ذكٌٕ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ إرا ٔفقػ إرا ذحقق انششغ انرانٙ  Pفاَّ ٚثشٍْ تغٕٓنح عهٗ أٌ 

bP    ٔأ  a R b  P   aP ٍٚلأ٘ عُصش  b , a    ٍي  R   . 

.    غٛش ٔاحذٚح   Rْٔزا انششغ كافٍ فٙ حانح كٌٕ 

:   شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ إرا ٔفقػ إرا ذحقق انششغ انرانٙ   Pٔٚثشٍْ عهٗ إٌ 

a R a  P   a P   لأ٘ عُصش  a  ٍي  R   . 

 . غٛش ٔاحذٚح   Rٔإٌ ْزا انششغ كافٍ فٙ حانح كٌٕ 

 

  (انًرغأٚح انقٕج) يلاحظاخ َٔرائج عٍ انًثانٛاخ شثّ الأٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ ٔانًثانٛاخ انجايذج. 2

 

  1.2يلاحظح 

 يٍ حهقح   ( Maximal right ideal )  يثانٛح  أعظًٛح إنٗ انًٍٛٛ   M إرا كاَد 

 :  شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ لأٌ   M  فاٌ   Rٔاحذٚح 
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I  تحٛث   R يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ   Iإرا كاَد 
2
  M    ٌٔإرا فشظُا جذلًا أ  I M    فإَُا  

  أعظًٛح إنٗ انًٍٛٛ فاٌ   Mٔتًا أٌ   .  i M  تحٛث أٌ   I  يٍ  iعُجذ عُصشاً 

 R = iR + M  ُّ1  ٔي = ir + m     حٛث r  R  ٔ  m  M   ُّٔي  i= i r i + mi    

حٛث  

mi  MR  M     ٔ   i r i = ( i r )  i  I.I  R      

Iإرٌ .    َٔحصم عهٗ ذُاقط     i Mٔيُّ َجذ أٌ 
2
  M        I  M          

 .  يثانٛح شثّ أٔنٛح   Mٔتانرانٙ فاٌ 

 

   2.2يلاحظح 

:   ْٕ يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ لأٌ   R ذقاؼع يثانٛاخ شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ حهقح

  إرا كاَد    ααP ٍأعشج يثانٛاخ شّٛ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ يR    ٔكاَد 



α

αPP ٔإرا 

I  تحٛث    R يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ  Iفشظُا أٌ 
2
   P   ٌعُذئز َجذ أ αP I

2
    نكم  α ٍي  

 ٌٔتًا إ  αP ٌشثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فا αP I      نكم  α ٍي   ٙٔتانران  I  P    

 . يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ   Pٔتانرانٙ 

 

 

 

  3.2يلاحظح 

 انغاتقرٍٛ أٌ أ٘ ذقاؼع نًثانٛاخ أعظًٛح إنٗ  ( 2.2) ٔ  (1.2) ُٚرج عٍ انًلاحظرٍٛ 

.  ْٕ يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ   Rانًٍٛٛ يٍ حهقح ٔاحذٚح 

 ْٕ يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ   J ( R )  اٌ    J( R )ُٔٚرج عٍ ْزا ٔعٍ ذعشٚف جزس جاكثغٌٕ 

   R  فاٌ   R  فٙ حهقح ٔاحذٚح    J( R ) = {0}ٔإرا كاٌ  .   Rانًٍٛٛ فٙ كم حهقح ٔاحذٚح 

 .ذكٌٕ حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ 

 حهقح إنٗ انًٍٛٛ ْٙ حهقح شثّ – v حهقح إنٗ انًٍٛٛ اٌ كم – vُٔٚرج عًا ذقذو ٔعٍ ذعشٚف انـ  

. أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً 

حهقح إنٗ انًٍٛٛ فاٌ  -  Von Neumann ْٙ  vٔتًا أٌ كم حهقح ٔاحذٚح َظايٛح تحغة يفٕٓو 

 .كم حهقح َظايٛح ْٙ حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً 

 

  4.2ذًٓٛذٚح 

 )  يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ           {0} فاٌ   SNR = {0}  حهقح فٛٓا   R إرا كاَد 

 )                Rكًا إٌ جًٛع انعُاصش انجايذج فٙ  . ( حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ   Rٔتانرانٙ 

Idempotent elements )  يشكضٚح ْٙ  .

 :انثشْاٌ 

I يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ تحٛث إٌ   I إرا كاَد 
2
  {0}    ٌٔإرا كا iI ٌفا i

2
  I

2
  

{0}   

iأ٘ أٌ 
2
 {0}ٔنزنك فاٌ  .   I  {0}  ٔتانرانٙ   i=0  ٔيُّ    iSNR = {0}   أ٘ أٌ  0 = 

 . يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ 

  فإَُا َجذ   R عُصشاً يا يٍ   r ٔكاٌ   R عُصشاً جايذاً يٍ   eيٍ جٓح ثاَٛح ؛ إرا كاٌ 

:   ٔنزنك فاٌ   SNR     ٔ ( re – e r e )  SNR ( e r – e r e )تغٕٓنح أٌ  

e r – e r e  = 0    &  re – e r e  = 0          .  ُّٔيe r = e r e = re      ٌأ٘ أ e    

 .جايذ يشكض٘ 
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  5.2يلاحظح 

 يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ    {0}حهقح ٔاحذٚح فٛٓا  -  R   ْٙ Zi إرا كاَد 

:      لأٌ  SNR = {0}فاٌ 

a فاٌ  a  SNRإرا كاٌ 
2
 a R a حهقح فاٌ  -  R  ْٙ  Zi  ٔتًا أٌ   a .a = 0 أٔ   0 = 

    a = 0ٔيُّ  (  3.1يلاحظح  )   a  {0}  شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فاٌ   {0} ٔتًا أٌ  {0}

 .    SNR = {0}ٔتانرانٙ 

. حهقح  - Ziْٙ  (انٗ انًٍٛٛ  )ٔاظح اٌ كم حهقح شثّ ذثذٚهٛح انٗ انٛغاس * 

 

   6.2يلاحظح 

I تحٛث اٌ   R يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ حهقح   I إرا كاَد 
2
 ذقاؼعاً نًثانٛاخ شثّ أٔنٛح إنٗ   

 :  جايذج لأٌ   Iانًٍٛٛ فاٌ 

إرا كاَد   



α

αPI2 حٛث  αP شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ نكم  α ٍي        ٌعُذئز َجذ ا αP  

I
2
    نكم  α ٍي ٌٔيُّ فا    αP  I   نكم   α ٍي    ٌلأ  αP  ًٍٛٛشثّ أٔنٛح إنٗ ان  

I =ٔتانرانٙ 
2
  I 

α
αP  I     .   ٌأ٘ اI = I

2
.   جايذج   I  أ٘ اٌ   

   7.2َرٛجح 

a .  ٍاَّ إرا كاَد   ( 6.2 )ُٚرج ع I
2
  جايذج  ، ُٔٚرج عٍ   I  يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فاٌ  

  ذكٌٕ  R  حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً فاٌ كم يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ  Rْزا اَّ إرا كاَد 

. جايذج 

b .  ٍاَّ إرا كاَد   ( 1.2 )  ٔ  ( 6.2 )ُٚرج ع I   يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ حهقح ٔاحذٚح  R   

Iتحٛث أٌ 
2
.   جايذج   I  ذقاؼع نًثانٛاخ أعظًٛح إنٗ انًٍٛٛ فاٌ  

 

   8.2يلاحظح 

  ٔإرا ٔجذخ   R  يثانٛح أعظًٛح إنٗ انًٍٛٛ فٙ   M  حهقح ٔاحذٚح ٔكاَد   R إرا كاَد 

I   تحٛث ٚكٌٕ   R يٍ     I 0 (يٍ انجاَثٍٛ  )يثانٛح  M= {0} ٌفا M   ٌجايذج لأ   : 

J = {  x R  ; Mx  M إرا ٔظعُا  
2
  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ   J  فإَُا َجذ تغٕٓنح أٌ     {   

M I   I  ٔتًا أٌ   .    M  J  ٔاٌ   Rيٍ   M = {0}  M
2
  ٔيُّ َجذ   I  J  فاٌ  

: أٌ 

M 

  M + I   J  R  .  ٌٔتًا أM  ٌأعظًٛح إنٗ انًٍٛٛ فا  J = R    ُّ1  ٔي  J   

M.1  Mٔتانرانٙ 
2
M  M  أ٘ أٌ     

2
  M    ٙٔتانران   M = M

2 
 . 

 

      [ 1 ] 9.2يلاحظح 

    I  فاٌ     I  J ( R )  ٔكاَد   R  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ حهقح    I {0} إرا كاَد 

 :نٛغد جايذج لأٌ 

 ، ٔنزنك ُٚرج عٍ َظشٚح     I.I = I   ٔ  I    J ( R )  جايذج نحصهُا عهٗ   Iنٕ كاَد 

 .    I = {0}َاكاٚايا أٌ 

     J ( R ) = {0}  يثانٛح جايذج فاٌ   J ( R )ُٚرج عٍ ْزِ انًلاحظح اَّ إرا كاَد *  

 J فاٌ               حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً   R اَّ إرا كاَد   ( 7.2)  يٍ   aُٚرج عٍ *  

( R ) = {0 }.  
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   [ 1 ]   10.2ذًٓٛذٚح 

    {0} =   حهقح ٚرحقق فٛٓا   R إرا كاَد 


1n

nM  ٗيٍ اجم كم يثانٛح أعظًٛح إن

 .    R  , {0}  لا ذًهك يثانٛاخ جايذج غٛش   R  فاٌ   Mانًٍٛٛ 

 

: انثشْاٌ 

 أَّ   ( p 57 [ 1 ]  )  فاَّ ُٚرج عٍ   R  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ جايذج فٙ   R  I إرا كاَد 

 I  I   ٔيُّ    I  M  تحٛث أٌ   R يٍ  Mذٕجذ يثانٛح أعظًٛح إنٗ انًٍٛٛ 
n
  M 

n
   

    {0} =    ٔتانرانٙ  … , n = 1 , 2يٍ أجم 


1n

nM  I  ٌأ٘ أ I = {0}     . 

  11.2َرٛجح 

 =                      حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔٔاحذٚح ٔٚرحقق فٛٓا   R إرا كاَد 

{0}   


1n

nM ًٍٛٛنكم يثانٛح أعظًٛح إنٗ ان M   ٍي  R  ٌفا  Rحهقح ذقغٛى     (Division 

ring)  .  

  :انثشْاٌ 

  لا ذًهك يثانٛاخ إنٗ انًٍٛٛ إلا    R أٌ    ( 10.2 ) ٔيٍ   ( 7.2 )  يٍ   a ُٚرج عٍ 

R , {0}  ٌٔنزنك فا R   حهقح ذقغٛى   .

 

َظشٚاخ َٔرائج عٍ انحهقاخ شثّ الأٔنٛح كهٛاً   . 3

 

   1.3َظشٚح 

 R    ًحهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛا  ٍكم يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ ي  R   جايذج   .

: انثشْاٌ 

  :  ٍُٚرج ع a   ٍ( 7.2 )  ي   . 

  :  ٍنركP  ٍيثانٛح إنٗ انًٍٛٛ ي  R   ٌٔنُفشض ا  I
2
  P   حٛث  I   ٗيثانٛح إن  

I = Iُٚرج عٍ انفشض اٌ  .   Rانًٍٛٛ يٍ 
2
  أ٘ أٌ كم يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ   I  P  ٔنزنك فاٌ  

P  ٍي  R   ٌيثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ ٔنزنك فا ْٙ  R   ًحهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛا  . 

   2.3َرٛجح 

   R يثانٛرٍٛ إنٗ انًٍٛٛ يٍ   J , I حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔكاَد   R إرا كاَد 

I فاٌ   J  J . I ٔ    I   J   I . J  ٙٔتانران I   J = I . J   J . I   

I . J = I   :   فاٌ  Rيٍ  (يٍ انجاَثٍٛ  ) يثانٛرٍٛ   J  , Iٔإرا كاَد   J = J   I = J . I 

 :انثشْاٌ 

I  أٌ   ( 1.3 ) ُٚرج عٍ انُظشٚح  J    ٌيثانٛح إنٗ انًٍٛٛ جايذج ٔنزنك فا    :

 I   J = ( I  J )
2
 = (I  J) (I  J)   I . J       

I      ٔكزنك  J  J . I      ُّٔي    I  J   I . J   J .I  

I. J  I   &    J . I   J    I . J : ٔنكٍ   J . I   I  J   

I : ٔتانرانٙ  J = I.J   J.I       

I . J  I فاَّ يٍ انٕاظح أٌ  (يٍ انجاَثٍٛ  )  يثانٛاخ    J ٔ  Iٔإرا كاَد   J   

I .J = I ٔتانرانٙ   J   

   3.3َظشٚح 
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 فاٌ   R يثانٛح  يٍ انجاَثٍٛ فٙ   A حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔكاَد   R إرا كاَد 

: 

a   )   R / A ًحهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛا .

b )A       ًحهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛا  . 

 :انثشْاٌ 

 a )  فاَّ ٚكفٙ أٌ َثشٍْ عهٗ أٌ كم يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ    ( 1.3 )اعرًاداً عهٗ انُظشٚح 

 :  جايذج R / A يٍ 

I  / A I =  عُذئز  R / A  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ Iنركٍ      R  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ   I حٛث    

  َٔلاحظ اٌ    Aذحٕ٘ 
2

I    I
 

I  / A  I =     ثى اَّ إرا كاٌ   x 

x + A  x =فاٌ  x  I  = I  حٛث    
2 

    i1 , i2    I  حٛث  x = i1 .i2   ٔنزنك  

  ٔيُّ
2

I  = x + A = i1 .i2 + A = ( i1 + A ) ( i2 + A )  I / A  . I / A = x 

I ٔتانرانٙ فاٌ     
2

I    
  

I  أ٘ أٌ    = 
2

I       
 

 

b)  إرا كاَدI  ٍيثانٛح إنٗ انًٍٛٛ ي  A   ٔإرا فشظُا  M = I + I R      فإَُا َجذ تغٕٓنح  

 )          شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً فاَّ ُٚرج عٍ  R  ٔتًا أٌ   R  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ   Mأٌ

M = M أٌ  ( 1.3
2 

  ٔيُّ 

I  I + I R  = ( I + I R )
2
 = I.I + I . I R + I R I + I R.I R I   

 :لأٌ 

I R   A R  A  I .I R  I . A  I  

I R I  I R A  I A  I  

I R I R  I . R A R  I. A  I  

I ٔيُّ        I = I + I R = Mإرٌ 
2
 = M

2
 = M = I        

  حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ   A  ْٙ يثانٛح جايذج ٔنزنك فاٌ   A  يٍ   Iأ٘ أٌ كم يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ 

. انًٍٛٛ كهٛاً 

 

   4.3يلاحظح 

 .   R يٍ   a  نكم   a  a R  حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً فاٌ   R إرا كاَد 

 :انثشْاٌ 

     I = { a r + n a    ; r  R , n  Z  }  ٔنركٍ    a  R نٛكٍ 

    a = a . 0 + 1 . a  I ٔنذُٚا   R  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ   Iعُذئز َجذ تغٕٓنح أٌ 

Iكًا أٌ 
2
  IR  a R      ٌلأ    :

x  I R    x = ( a r1 + an ) r  =  a r1 r + a ( n r ) = a r2 + a r3 = a r4  a R  

 

Iإرٌ 
2
   a R    ٌٔتًا أ  R   ٌحهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً فا I = I

2
   

       a  a R  أ٘ أٌ       a  I  a Rٔيُّ 

 يثانٛح   I حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔكاَد   Rُٚرج عٍ ْزِ انًلاحظح اَّ إرا كاَد  (*)

         a R a   I    a  I    فاٌ   Rإنٗ انًٍٛٛ يٍ 

: لأٌ 

a R a   I    a R . a R    I R   I   a R    I  

                    a  I  
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  يثانٛح أٔنٛح   I  حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔكاَد   Rتؽشٚقح يًاثهح َشٖ اَّ إرا كاَد - 

:   فاٌ   Rإنٗ انًٍٛٛ يٍ 

b  I    ٔأ   a  I    a R b    I       

 

  5.3َظشٚح 

    R عُصشاً جايذاً فٙ    e  حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔكاٌ   R إرا كاَد 

.   حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً  e R eفاٌ 

: انثشْاٌ 

:   ٔنُفشض أٌ   e R e  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ   I نركٍ 

( e a e ) ( e R e ) ( e a e )   I   ٌعُذئز َلاحظ أ   :

x  I    x  e R e   x = e r e   x e = e r e e  = e r e =  x  

            x = x e  I e  

         I R  ( e a e ) ( e R e ) ( e a e )  ٔتانرانٙ   I   I e     I Rٔيُّ  

e r e )أ٘ أٌ
2
 ) R ( e

2
 a e )  I R           ٌأ٘ أ     ( e a e )  R  ( e a e )   I R   

:    حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً فاٌ   R  ٔ  R  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ   I Rٔتًا أٌ 

e a e  I R     (   4.3يٍ   (*)تحغة    ) .  ٌٔيُّ َجذ أ :

e a e = e a e
2
 = ( e a e ) e  I R e  I e . R e = I ( e R e )  I  

  (   e R e  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ يٍ   I   كًا  تُٛا أعلاِ  ٔلأٌ    I  I eلأٌ  )

  حهقح شثّ أٔنٛح  e R e  يثانٛح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔتانرانٙ   I  ٔتانرانٙ    e a e  Iإرٌ 

. إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً 

 

   6.3َظشٚح 

حهقح  R   حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔشثّ ذثذٚهٛح إنٗ انٛغاس فاٌ  R إرا كاَد 

 .    Von Neumannَظايٛح تحغة يفٕٓو 

: انثشْاٌ 

    ( 1.3 )  يثانٛح إنٗ انًٍٛٛ جايذج تحغة    a R  عُذئز    a  R نٛكٍ 

 a  a R . a R    ٚكٌٕ      ( 4.3 )   ٔتحغة انًلاحظح      a R = a R . a Rأ٘ أٌ 

  تحٛث    r3  ذثذٚهٛح إنٗ انٛغاس فاَّ ٕٚجذ   R  ٔتًا أٌ      a = a r1 . a r2 ٔنزنك فاٌ 

 a r2 = r3 a    ٌٔنزنك فا  a = a r1 r3 a = a r a       ُّٔي  R    حهقح َظايٛح    .

  [ 2 ]    7.3َظشٚح 

  حهقح إتذانٛح R حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔشثّ ذثذٚهٛح إنٗ انًٍٛٛ فاٌ  R إرا كاَد 

  ( يشكضٚح   Rٔتانرانٙ جًٛع انعُاصش انجايذج فٙ  )انُظايٛح 

 :انثشْاٌ 

  (كًا فٙ تشْاٌ انُظشٚح انغاتقح  )       a = a r1 . a r2  عُذئز    a  R نٛكٍ 

     r1 a = a r3   تحٛث أٌ   R يٍ  r3 ذثذٚهٛح إنٗ انًٍٛٛ فاَّ ٕٚجذ   Rٔتًا اٌ 

a = a ٔنزنك فاٌ 
2
 r3 r2 = a

2
 r        ٌٔيُّ فا  R   حهقح إتذانٛح انُظايٛح ، ٔنزنك فاٌ جًٛع 

. عُاصشْا انجايذج يشكضٚح 

 

    8.3َظشٚح 

a)   إرا كاَدR    ًحهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ ٔكاَد يجًٕعح يثانٛاذٓا انًُٛٛٛح يشذثح ذًايا  

   ( Completely ordered )  ٌفا   R   ًحهقح أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛا    .
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b)   إرا كاَدR   حهقح  ٔاحذٚح ٔشثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔكاَد يجًٕعح يثانٛاذٓا إنٗ انًُٛٛٛح  

.   حهقح ذقغٛى ، ٔانعكظ صحٛح   Rيشذثح ذًاياً  فاٌ 

  :انثشْاٌ 

a)   ٍنركP   ًٍٛٛيثانٛح إنٗ ان  R    ٌٔنُفشض أ  I   ٔ  J   ٍيثانٛرٍٛ إنٗ انًٍٛٛ ي  R   تحٛث  

       I . J    Pأٌ 

  ،  فإرا كاَد    J  I  أٔ    I    J  انًُٛٛٛح يشذثح ذًاياً فاَّ إيا   Rتًا أٌ يجًٕعح يثانٛاخ 

I    J  ٌٕفاَّ ُٚرج عٍ ك  R   ٌشثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ا  I
2
 = I    (  1.3تحغة    )  

  I = I . I  I . J   Pٔيُّ    

      J    P    فإَُا َجذ أٌ  J    Iٔإرا كاَد  

.   حهقح أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً   R  يثانٛح أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ  ٔتانرانٙ   Pإرٌ  

b)   ٍاٌ    ( 9.2 )يٍ )*(  ُٚرج ع  J ( R )  =  {0}   ٔتًا أٌ يجًٕعح يثانٛاخ  R    

 Rْٙ اذحاد جًٛع يثانٛاخ )  ذًهك يثانٛح أعظًٛح إنٗ انًٍٛٛ ٔحٛذج    Rانًُٛٛٛح يشذثح ذًاياً فاٌ 

 ، عُذئز ُٚرج عٍ ذعشٚف جزس جاكثغٌٕ اٌ   M ٔنركٍ ْزِ انًثانٛح   ( انًُٛٛٛح انفعهٛح  

  M = J ( R ) = {0}  .  ٌٔنزنك فاR    لا ذحٕ٘ يثانٛاخ إنٗ انًٍٛٛ الا   R  , {0}   

.  حهقح ذقغٛى   Rٔتانرانٙ فاٌ 

 .    R , {0}  فٙ ْزِ انحانح لا ذحٕ٘ يثانٛاخ إنٗ انًٍٛٛ إلا   Rٔانعكظ ٔاظح لأٌ 

 

  9.3َظشٚح 

 R   حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ ٔتغٛؽح   R   ًحهقح أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛا   .

: انثشْاٌ 

  :  ٍنركP   ٍيثانٛح إنٗ انًٍٛٛ ي  R   ٌٔنُفشض أ  I  ٔ  J   ًٍٛٛيثانٛرٍٛ إنٗ ان  

      I . J    P   تحٛث أٌ   Rيٍ 

  يثانٛح غٛش صفشٚح    R J  فاٌ   J  {0}   ٔإرا كاَد    J    P   فاٌ    J = {0}إرا كاَد 

   شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً فاٌ   R  ٔتًا أٌ    R = R J   تغٛؽح فاٌ   R  ، ٔتًا أٌ    Rفٙ 

a  a R    نكم  a   ٍي  R    ( 4.3تحغة  )  ُّٔيI  I R   I    ٌأ٘ أ  I = I R     

 ٔتانرانٙ  

I = I R = I R  J = I J  P  

 .  حهقح أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً   R  يثانٛح أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ  ٔتانرانٙ   Pإرٌ 

  :  ٌٔاظح أR   ً{0}ٔيٍ جٓح ثاَٛح ، نركٍ .   شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛا  P   

P     تحٛث اٌ   Mعُذئز ذٕجذ يثانٛح أعظًٛح إنٗ انًٍٛٛ  .   Rيثانٛح فعهٛح يٍ          {0}  

  (     P  J ( R ) = {0} ٔإلا نكاَد  )

P اٌ   M     ٍيثانٛح إنٗ انًٍٛٛ ي  R   ٔنزنك فٓٙ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ ٔنذُٚا  M P  P   M 

P  P ٔتانرانٙ إيا   M  M      ٔأ   M  P   M  P     

  ٔفٙ كهرا انحانرٍٛ   P  M  ٔيُّ    M = P  أعظًٛح إنٗ انًٍٛٛ أٌ   Mُٔٚرج عٍ كٌٕ 

P َصم إنٗ ذُاقط يع   M    .  إرٌ إيا P = {0}   ٔأ  P = R   ٙٔتانران  R   حهقح  

  تغٛؽح 

 10.3َظشٚح 

 ) Z يثانٛح أٔنٛح  فاٌ             {0}  حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔفٛٓا  R إرا كاَد 

R ) = {0}   ٔأ  Z ( R )  ٔ  حقم  R   ٔاحذٚح    .

 :انثشْاٌ 
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a  ٔذكٌٕ     a  Z ( R ) 0  فاَّ ٕٚجذ Z ( R )  {0} إرا كاَد 
2
 R    يثانٛح  ( 

   Rفٙ   (يٍ انجاَثٍٛ 

a R . a R = a . a R R   a  ٔنذُٚا 
2
 R   

aٔتًا أٌ 
2
 R   ٌشثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ فا  a R  a

2
 R     

 (    4.3تحغة  )  a  a R  حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً فاٌ   Rٔتًا أٌ 

a  aٔتانرانٙ 
2
 R    ٌٔنزنك  فا  a = a

2
 b   حٛث  b  R    فإرا  ٔظعُا  ، e = a b     

 :َجذ أٌ 

e
2
 = e .e = a b .a b = a

2
 b .b = a b = e  

 :  جايذ ، ثى أٌ   eأ٘ أٌ 

a R = a
2 
b R = a b a R  e R = a b R  a R     a R = e R   

 :ٔكزنك فاٌ 

R a = R a
2
 b = R a a b  R e = R a b = R b a  R a     R a  =  R e  

    e R = R e  فاٌ    Z ( R )  يٍ    a  لأٌ   a R = R aٔتًا أٌ 

eٔتًا أٌ 
2
 = e     ٌفا  e r = r e     نكم  r   ٍي  R   ٌلأ   :

 er   er  e r  e

  re  r e  r e    er  e

r   e  e r  e r    er  e

  r e  er     R e  e R  er 

  e r r  e   e R  R e r  e

2

2











































 

 :  جايذ يشكض٘ َٔلاحظ أٌ   eإرٌ 

a ( r – r e ) = a r – a r e = a r – r a e = a r – r a = a r – a r = 0  

 :ٔنزنك فاٌ 

a R ( r – r e ) = R a ( r – r e )  {0}  

      r – r e  {0} أٌ    ( 4.3 )يٍ   (*)  يثانٛح أٔنٛح فاَّ ُٚرج عٍ   {0}ٔتًا أٌ 

    R يٍ   r نكم     r = r e = e r  يشكض٘ فاٌ   e  ٔتًا أٌ      r = r eٔتانرانٙ 

.  ٔاحذٚح   R ٔتانرانٙ   R ًٚثم عُصش ٔحذج فٙ انحهقح   eأ٘ أٌ 

 :ٔتًا أٌ 

a ( b r – r b ) = a b r – a r b = a b r – r a b = e r – r e = 0  

 :فاٌ  

a R ( b r – r b ) = R a ( b r – r b )   {0}  

  r نكم  b r = r b ٔتانرانٙ    b r – r b  {0}  أٌ   ( 4.3 )يٍ   (*)ٔيشج ثاَٛح ُٚرج عٍ 

 :  ٔنذُٚا     b  Z ( R ) ٔتانرانٙ   Rيٍ 

a b = e = b a      1 حٛث = e    ٙعُصش ٔحذج ف Z ( R )    . 

.   حقم Z ( R )  ٔنزنك فاٌ Z ( R )  يقهٕب فٙ Z ( R ) يٍ    0 aإرٌ نكم عُصش 

 

  3 .11يلاحظاخ 

  لا Z ( R ) تانششغ  ( 10.3 )  يثانٛح أٔنٛح انٕاسد فٙ   {0}ًٚكٍ الاعرعاظح عٍ انششغ . 1

 .  إلا انصفش   Rٚحٕ٘ قٕاعى نهصفش يٍ 

  حهقح ذثذٚهٛح لا ذحٕ٘ قٕاعى  R ٔعٍ  انًلاحظـح انغـاتقح اَّ إرا  كاَد  ( 10.3 )ُٚرج عٍ . 2

.  ذكٌٕ حقلًا   Rنهصفش إلا انصفش  ٔشثّ أٔنٛح كهٛاً فاٌ 

 يثانٛح أٔنٛح   {0}  حهقح شثّ أٔنٛح إنٗ انًٍٛٛ كهٛاً ٔفٛٓا  R اَّ إرا كاَد   ( 10.3 )ُٚرج عٍ . 3

 .    Z ( R ) = {0} نٛغد ٔاحذٚح فاٌ   Rٔكاَد 
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