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 حتى تكون  Gالشروط اللازمة والكافية التي يجب وضعها عمى الزمرة 

 ومولدة بعدد منتهٍ من العناصر منتهية محمياً  Uالزمرة 

 

 صادق عبد العزيز مهدي

  كمية التربية ـ قسم الحاسبات ـالجامعة المستنصرية

 

 الخلاصة

  زمتترا متتر   G قلةتل متتر   Aقيتت   A[G]را فتتح قلةتل علزمتت (Units Group)زمتترا علاصر تتر علةرللتل للةلتت   Uلتكنن 
متن لات ل مارفتل لصيتل علزمترا  Uصجد فح علألقر   علدرعسرت علجلريل علقديثل عهكمرمرً نليرعً لمسألل علكارف على لصيل علزمترا  

G   قر لصر علإجرلل على علسؤعلين علكرليين  : فح هذع عللق   لرلانس 

 locally)مصكعيتل مقليترً  Uقكتى كنتت ن علزمترا  Gيجت   عتتاعر علتى علزمترا  متر هتح علوتر ل عل زمتتل  علنرفيتل علكتح 1 -
Finite)  

م لتتدا لاتتددت مصكتت ت متتن  Uقكتتى كنتت ن علزمتترا  Gمتتر هتتح علوتتر ل عل زمتتل  علنرفيتتل علكتتح يجتت   عتتاعر علتتى علزمتترا 2 -  
   (Finitely Generated)علاصر ر 

 
  Introduction المقدمة -1

فرن مستألل علكاترف علتى لصيتل هتذم علزمتتتترا  Rزمرا علاصر ر علةرللل للةل  فح  UR نرصت  قلةل  عقديل  Rإذع نرصت 
لةتد عستكأثرت علقرلتل عللار تل علكرليتل متن هتذم علمستألل عهكمترم عللرقت  ،   هح من علمسرئل علجلريتل علعرمتل Rفح قلةل مقددا 

 رم ، مرزعلت:فح علاة د علأرلال علألايرا من علةرن علمص   (Polcino Milier)علجلري
فتح قلةتتل  URزمتترا عترليل متر ،فترن علمللتت   هت  علكاترف علتى لصيتتل  لا ترئ  علزمترا  Gقلةتل متر    Aإذع نرصتت 

 مقر لتل إيجترد علوتر ل عل زمتل  UR لدرعستل علزمترا  تهكمتع   فتح لاتا علدرعسترت  علألقتر  علجلريتل R= A[G] علزمترا 
   G[ أص  إذع نرصت 5 فح ]   (Polcino Milier)يل مر  فمثً  أثلت ذعت لار  UR  قكى كن ن   G علنرفيل علكح كقملعر 
[ 6زمترا هرملك صيتل  علانتس  تقي     فتح ] 2- ستكن ن إلدعليتل أ    Gد ريتل أ  عديمتل ةت ا فت ن   URمصكعيتل   عصدئتذت   

 زمرا هرملك صيل   2-يل أ  إمر إلدعل  Gزمرا إذع   فةل إذع نرصت  -  FCكنتتت ن  URمصكعيل ف ن  Gلُرهتن على أص  عصدمر 
 
 : منتهية محمياً  Uالشروط اللازمة و الكافية لكي تكون  -2

 (ليس من علعر ري أن كن ن مصكعيل   Multiplication Groupسكرمز لزمرا عرليل ) G صص م هصر إلى عن  
أن صكلرق على كاريف علزمرا مصكعيل مقليرً يج   Uقكى كن ن  Gةلل أن صكصر ل كلك علور ل عل عج    عاعر على علزمرا 

 علمصكعيل مقليرً 

  6ـ1الصفحة 
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 : 2 . 1تعريف  

 مصكعيل   Xإصعر مصكعيل مقليرً إذع نرصت نل زمرا جزئيل مصكعيل علك ليد من علزمرا   Xيةرل عن زمرا  
 

 :  2 . 2ملاحظة 
ن علانتس لتيس متن   لنت Uزمترا جزئيتل متن  Gمصكعيتل مقليترً لأن  Gمصكعيل مقليرً ف ن  Uمن عل عع  أص  إذع نرصت 

ليستتت   Uفت ن  علدعليتتلزمترا هرملك صيتتل   ليستت 2-      زمتترا مصكعيتتتل  ليستت Gعلعتر ري أن ينت ن  تتقيقرً فت ذع ألاتتذصر 
،   عصدئتتذ  x  لتتذلك ستت ف كقتت ي قكمتترً عص تترعً  عقتتدعً علتتى علأةتتل ركلكتت   يتتر مصكعيتتل مثتتل  [1]د ريتتل لقستت  علملرهصتتل فتتح 

<x>  زمرا جزئيل منU ليد   ليست مصكعيل مصكعيل علك  
ليس من علعر ري أن كن ن مصكعيل مقليرً نمر كظعتر علملرهصتل علكرليتل  Uزمرا كلديليل   مصكعيل ف ن  Gقكى   ل  نرصت 

   صكرئجعر:
 

 [ 4 ]:     2 . 3مبرهنة
 سكن ن مصكعيل  Xزمرا عديمل ة ا   م لدا لاددت مصك ت من علاصر ر علد ريل ف ن  Xإذع نرصت 

 
 :  2. 4نتيجة 

مصكعيتتل  مصتت   Vستتكن ن مصكعيتتل  لرلكتترلح  Uعديمتتل ةتت ا   م لتتدا لاتتدد مصكتت  متتن علاصر تتر علد ريتتل فتت ن  Uإذع نرصتتت 
ستكن ن فتح  Gأن [Th. 4.1 , 7 ]   يصتك  عتن  U = ±  G  لرلكترلح  V= Gفت ن   V G ،  لمتر أن  |V|  |G|فت ن

 هذم علقرلل :
  G4 ={1}قي   علدعليلإمر 
 G6 ={1}قي   علدعليلأ  
 زمرا  هرملك صيل  2 -أ  
 

 : 2 . 5  نتيجة 
مصكعيتل   Gمصكعيتل علك ليتد لأن  Uفت ن  6  ليستت   4ركلكت  ليستت  x  كقت ي عص ترعً  علدعليتلزمترا مصكعيتل    Gإذع نرصتت   

  علدعليللأصعر (  Nilpotent Group) عديمل ة ا  U  [ 8 ] لقس  
 ليست مصكعيل مقليرً   Uسين ن ذ  ركلل  ير مصكعيل   لرلكرلح  U  لقس  علصكيجل علسرلةل ف ن أقد م لدعت 

   لونل أعم لديصر علصكيجل علكرليل:
 

 :  2 . 6نتيجة 
 G   6 ليستتت  4ركلكتت  ليستتت  x  كتتتق ي عص تترعً  (Finitely Generated)زمتترا مصكعيتتل علك ليتتد   Gإذع نرصتتتت 

 رً ليست مصكعيل مقلي U  زمرا هرملك صيل ف ن  -    2ليست 
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 البرهان :
مصكعيتل G مصكعيتل ، عذن  G  مصكعيتل علك ليتد أن   Uزمترا جزئيتل متن  Gمصكعيل مقليترً  لصتك   عتن نت ن  Uل  نرصت        
 من    (4.1)مصكعيل   يصك  عن  علصظريل u  مصكعيل أي  أن ركلل <u>  فرن   U  من  u د ريل  لاص  عذع نرن U ثم عن 
   هذع يصرةا علفرا   4كق ي عص رعً ركلك   G  لرلكرلح  G4 ={1}   علدعليل Gأص  إمر  [  7 ]
   هذع يصرةا علفرا أيعرً  6كق ي عص رعً ركلك   G  لرلكرلح  G6 ={1}   علدعليل  Gأ  
 زمرا هرملك صيل   هذع أيعرً يصرةا علفرا  2-هح  Gأ  

 مصكعيل مقليرً   Uإذن لا يمنن أن كن ن 
 

 :   2 .7نتيجة
 U= ±  Gمصكعيل علك ليد  ف ن  Gمصكعيل مقليرً     Uإذع نرصت 

 البرهان : 
مصكعيتل   Uثتم عن نت ن  U زمرا جزئيتل متن  G سكن ن مصكعيل لان  G مصكعيل مقلير فرن  U مصكعيل علك ليد    G لمر عن  

عصدئتذ يصتك   g  supp( u)  لتينن  u U       لينن (6.2) د ريل لقس  مر كةدم فح لرهرن  U مقلير يؤدي على أن 
 زمرا جزئيل مصكعيل  لمر أن  <u, g > مصكعيل مقلير أن  U عن ن ن 

ug-1  < u, g> 
 أي أن  [2]       فح علررك  ليست  فرع   لذلك فع  ملكذل لقس   e ذ  ركلل مصكعيل عمثرل   ug-1 فرن 

ug-1 =  g1     ;    g1  G 
  مص  

u =  g1 g  =  g2       ;  g2  G 
   u   G ي أن  أ

    U =  G  لرلكرلح   G  U نمر أن     U   G عذن 
 
 

 :   2 . 8 ملاحظة 
مصكعيتل   U أي عن  [ 7 ] لقست     U =  G مصكعيتل مقليترً لان   U زمترا هرملك صيتل فت ن G  ،- 2إذع نرصتت 

  لذلك فعح مصكعيل مقلير  
 
 هية التوليدمنت  Uالشروط اللازمة و الكافية لكي تكون  -3
 

 سصقر ل  فح هذم علفةرا علإجرلل على علسؤعل علكرلح:
 مصكعيل علك ليد؟ U قكى كن ن Gمر ه  علورل عل زم  علنرفح عل عج  فرع  على 

 فح هذع علم ع ع لديصر علصكرئ  علكرليل:
  

 [ 8 ]:    3 .1مبرهنة 
 مصكعيل علك ليد   Gمصكعيل علك ليد ف ن Uإذع نرصت    1 -
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 مصكعيل علك ليد  Uمصكعيل ف ن  Gإذع نرصت    2 -
 يتر مصكعيتل   Uمصكعيل علك ليتد  لنتن  Gليس  قيقرً لونل عرم أي أص  ك جد زمرا  (1.3)من علملرهصل  (1)إن عنس 

 علك ليد  نمر ي ع  علمثرل علكرلح:
 

 [ 8 ]:   3 . 2مثال  
مصكعيتل علك ليتد لأن    Gفت ن  G = D8 C)ل ) أي  ير مصكعي   Cلزمرا دعئريل D8    عمكدعدع للزمرا  Gإذع نرصت  

D8      مصكعيلC  مصكعيل علك ليد   لننU  عن   [8]ليست مصكعيل علك ليد نمر يذنر علمرجعMareiniak    Sehgal    
   (3 .5) ه  أيعرً  ير  قي  لونل عرم نمر يظعر علمثرل      (3 .1)من علملرهصل  (2)إن عنس 

 
 [8] :   3. 3مبرهنة  

(  G =TK)أي K    عديمل ة ا  torsion free لزمتتترا ذعت علكفرف قر T عمكتتدعدعً لزمرا ذعت علكفرف   Gإذع نرصتت 
 UG =UT . Gلا كملك عصر ر عديمل ة ا ف ن     Z[G] نرصت 

 
 

 [ 1 ] :      3 . 4 تمهيدية 
ليتل متن ة عستم عل تفر  لرلكترلح لا كقت ي لار A[G]زمترا فت ن  - هتح   Gلارليل من ة عستم عل تفر     Aإذع نرصت 

 عصر ر عديمل ة ا 
 

 :3. 5 مثال 
  ير مصكعيل   Gسكن ن مصكعيل علك ليد مع أن  Uزمرا دعئريل  ير مصكعيل ف ن  Gإذع نرصت 

 البرهان:
  Z[G]  لرلكترلح  (4.3)لارليتل متن ة عستم عل تفر لقست    Z[G]فصجتد أن   T={e}   K = G (3.3)صعع فح علملرهصل  

 لارليل من علاصر ر عديمل علة ا   لذلك ف ن:
UG = UT.G 

               ={-1,1}G    
 م لدا لاص ر  عقد     Gمصكعيل علك ليد لأن U  لرلكرلح (3.3) لقس  

 
 علصكيجل علكرليل: (3 .3)نمر   يمنن أن صسكلال  من علملرهصل 

 : 3 . 6 نتيجة  
كق ي عصر ر عديمتل ةت ا  Z[G]لكفرف قر  مصكعيل علك ليد ف ص  إمر ذعت ع Kمصكعيل    Tقي    G=TKإذع نرصت 

 كن ن مصكعيل علك ليد     Uأ  
 البرهان : 
 أن (3.3)لا كق ي عصر ر عديمل علة ا ) ير عل فر( ف ص  يصك  عن علملرهصل  Z[G]إذع نرصت 

UG = UT .G 
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مصكعيتل  Tمصكعيل علك ليد    Kأص  يصك  عن فرعصر     نمر(1.3)سكن ن مصكعيل علك ليد لقس   UTمصكعيل ف ن  T   لمر أن 
 مصكعيل علك ليد  UGسكن ن مصكعيل علك ليد ، أي أن  UT.Gمصكعيل علك ليد   لرلكرلح  Gأن 
 

 
 [ 8 ]:    3 . 7مبرهنة 

لا   Z[G]إمتر مصكعيتل أ  مصكعيتل علك ليتد    Gمصكعيل علك ليد إذع   فةل إذع نرصتت  Uزمرا عديمل ة ا ف ن  Gإذع نرصت 
 كق ي عصر ر عديمل علة ا 

 من هذم  علملرهصل صسكلال  علصكيجل علكرليل:
 

 :  3 . 8نتيجة  
 زمرا عديمل ة ا   مصكعيل علك ليد    ير مصكعيل  عصدئذ لديصر  عقد من علأمرين علكرليين مقةق : Gلكنن 

- 1 Z [G]  لا كق ي عصر ر عديمل علة ا  لرلكرلحU  مصكعيل علك ليد 
Z [G]   -2   كق ي عصر ر عديمل علة ا  يصك  عص  أنU   ليست مصكعيل علك ليد 

 
 يمنتن أن صستكلال  لستع لل  متتن علصكيجتل علسترلةل أصتت  إذع نرصتتG   مصكعيتل علك ليتتد  لتد ن علكفترف فتت ن  علدعليتل U 

 مصكعيل علك ليد 
  لنن لديصر مر ه  أعم من ذلك يمنن أن صسكلال   من علكمعيديل علكرليل :     

  [ 3 ]:  3 . 9تمهيدية   
 زمرا مصكعيل علك ليد    CUزمرا مصكعيل علك ليد  عديمل ة ا ف ن   Gإذع نرصت    

 : 3 . 3 . 10نتيجة  
 ف ن : علدعليل Gإذع نرصت   

G إذع   فةل إذع نرصت  مصكعيل علك ليدU    مصكعيل علك ليد 
 

  البرهان :
مصكعيتتتل علك ليتتتد  عديمتتتل ةتتت ا  لقستتت  علكمعيديتتتل علستتترلةل    Gأن  علدعليتتتل G ن مصكعيتتتل علك ليتتتد ف صتتت  يصتتتك  عتتتن نتتت Gإذع نرصتتتت 

 مصكعيل علك ليد   U لرلكرلح سكن ن  علدعليل Uلأن   CU=Uزمرا مصكعيل علك ليد  لنن   CU كن ن 
   (3 .1 ) علانس يصك   عن 

 
 :  3 . 11تمهيدية 

 صكعيل علك ليد م  Uمصكعيل علك ليد   Gمصكعيل مقليرً ف ن  Uإذع نرصت 
 
 البرهان: 
      لمتر أنU      ًمصكعيتل مقليترG  مصكعيتل علك ليتد فت نG  ستكن ن مصكعيتل لأصعتر زمترا جزئيتل متنU   (1.3 ) لقست  

 مصكعيل علك ليد  Uسكن ن 
   (3 .1 )يصك  ملرورا عن علملرهصل  
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The Sufficient and Necessary  Conditions on Group G   So that  U  is  Locally Finite and  

Finitely Generated 

 

 

Abstract 

Let  G  be a  group and  A be a ring . Let U be the units group in the group ring A[G].  

Many recent studies in algebra deal with the structure of the group  U  knowing the structure 

of the group  G  and vice versa.  In this paper we tried to prove the following problems : 

 1.  What are the necessary and sufficient  conditions on G so that  U  is                                         

locally finite? 

2.   What are the necessary and sufficient  conditions on G so that  U  is  finitely 

generated ? 

 


