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 اسموب عددي لحساب التكاملات الثنائية 
 

 عمي حسن محمد               بتول حاتم عكار
 قسم الرياضيات/كمية التربية لمبنات/ جامعة الكوفة

 
 الخلاصة
الهدد ا الدد من  ذددا بدد ا اليجدد  بددا تناددت  نددنة البعددتذدي ً تمنددت اليسدد   دد  نتً ذعتذدبهددت ذ ددبذ   أا ذسب ددت الذ ددب تي        
ناددت   ددن ت  تذددت ل ددن  ال طدد  ج دد   دد ا  الذعتذددا الاز  منددت أا ذسب ددت قدد    طددت ااجدد   أا أعًدد  ذددا ذ ط ددت البعتذددا ة ااي

 اغن بة . ]00[ة ضنتء  ]01[ة الطتم  13] [اي   ا  ا ن  ذ تن  للأ  ا  ال ي اب  اه يتجًاا آ  اا  ذجذ 
نح يتل  يت ل بعتذا الً تم  لعا جتلت ذا جتلاي جن  ن ذ ت ًد  ذي ب تي )عجتلاي( ذع الي بتا لإنات  ج ا  الب ج

)الب  ب  ط ن ت ذ عيت  RMMالذعتذا ة ايتلا بذت    ى ب ه الج ا  نذ ت يج ت  البعتذا الً تم  قاا  ت تا ط ن ت 
ذع بطينق ط ن ت بسانا  اذي     نهت   y ت ا  اال xذا ا ب  اة نت    ال  طت الا طى   ى اليس نا ال ا     

   ذت     الفب اي الازمنت الب  بازأ تلنهت قب   البعتذا ال ا    ذ تانت لس   الفب اي الازمنت الب  بازأ تلنهت قب   البعتذا 
ال ت ا  يذس ى اا  h h  جن  تاh  الذ تقتي ينا الإج اًنتي ال ن نت اh  )الذ تقتي ينا الإج اًنتي ال ت نت

نذعا الا بذت    نهت ق  ج ت  البعتذدي الً تمنت جن  أ طي  نت  تلنت ق  ال بتمج يفب اي ازمنت ن ن ت   ينتً اياني انا 
 ذ اا ذع الذاضاع  ف هذذت اجبتاه اليتجًاا ا ده ال نا بست

 
      . المقدمة 0

 ذا العًن  ذا الس ذتء ق  ذاتا البعتذدي الأجت نت  ظ ا لأبذنبهت ق  ج ت  الذ تجتي الذ بانت اق  تنات           
نات  الذ اعز الذبا طت ا زاة ال  ا  ال اب  ل  طاح الذ بانت االأا تة ال ا ا نت ال  يت  جااة الأا تة ال ا ا نت ااي

نات  ض ط ال تما ق ا   آن ز قضد  ا  0864[  تة 5[ اذ اع ان  له ه الأ ذتا عبت  ة  اقننز ا اين ابز ]01[ااي
ال نا بستذ اا ذع ب ا الذاضاع  0861[   تة 7ا ت ع  ] 0861[  تة 1اقاع  ابنز] 0856[  تة 0أ ذتا قاع  ]

 ذا أااه      . 
( قإ هدت ب دعا ذ د لت ا  د  يعًند  ذدا ذ دع ت تنادت  ننذدت  Double Integral) أذت  ذ نت تنات  ننذدت ل بعتذدا الً دتم       

البعتذدددا الأجدددت ي لاا الذعتذدددا ب دددت نسبذددد    دددى ذب نددد نا ااا ذ دددتلت الا دددبذ ا نت االا دددبدا قددد   الذعتذدددا االا دددبدا قددد  
( أا Regionsالبعتذددا ) الذ ددب تي الازمنددت ل ذعتذددا ب ددعا  ددسايتي  من ددت عيندد   اعدد ل  قإ  ددت ب ددت  دد بستذا ذددع ذ ددتطق

 ( الن  ذع قب اي بعتذا عذت ق  جتلت البعتذا الأجت ي .Surfaces طاح )
اب تل  جتلاي عًن   نا  بااق بت    ذت نبط   تنات  ننة بعتذدي ً تمندت عذدت بد  الجدتا   د  جدا ذ دتما ببس دق يذااضدنع 

 [02] العه اذ  تطن نت االج ا   االذااتي ال ابنت اذااضنع أ   . ذجذ 
تا تنات  ننة البعتذدي ذا ب ا ال اع لن  يتلأذ  ال ها تلا ق  جتلاي ن ن ت ل ا أ يجي الجتات ذ جت لإنادت  ندنة ب  نيندت 
نات  الذ اعز الذبا دطت ا دزاة ال  دا  ال ابندت  له ه البعتذدي ابعذا أبذنت البعتذدي الً تمنت ق  تنات  ذ تجت ال طاح ااي

ناددت  ا لجاددة الاانددع بجددي  ددطح البعتذددا الً ددتم  ة اعذًددتا   ددى  لدد  الجاددة ال ددتبج ذددا  ا اا ذ ج دد  ل  ددطاح الذ ددبانت ااي
ال     2 1 cos    . جاا الذجا  ال طي 

  22ـ7الصفحة 
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2قضد  ا أبذنبه ق  تنات  ذ تجت  طح ذد جا عإنادت  ذ دتجت نطسدت ال دطح  2 2 4x y z    الاانسدت ذيت د   قداق
 ذ ج ددددد  ال  ددددد  1 cos      2أا ج دددددت  ذ دددددتجت نطسدددددت العددددد 2 2 36x y z    الاانسدددددت  ا دددددا الا دددددطاا ت

2 2 6y z y  01[. ق ا   آن ز [ 
ذذدددت   دددت عًنددد  ذدددا اليدددتجًنا تلدددى السذدددا قددد  ذادددتا البعدددتذدي الً تمندددت اذدددا اليدددتجًنا الددد نا  ددد طاا الضددداء   دددى ج دددت  

عدددتذدي  اي الذعدددتذدي الذ دددبذ   يتل دددن تالب     1 2,f x y f x f y 0862[  دددتة 2[بذدددت بدددت   ادددت  ااتعاي دددا 
 . 0864[  تة 5[اذ هة ذا ا ب ا  يتلبعتذدي  اي الذعتذدي الذسب ت لع هة عت اا نهذ اا الا بدا ة  اقننز ا اين ابز

تذدي الذ دددبذ  ة أاالذسب ددددت الذ دددب ت أ االذسب ددددت ة اعدددتا  أيدددده [ البعددددتذدي  اي الذعددد02 ددددتلج ذجذددد  ] 0873اقددد   دددتة  
الب  ص ذا الا بدا   ى اليس  ال ا    ذا البعتذا ) ااء عت ي الذعدتذدي  اي ا دبدا اد  ي أة لاغدت بذ  أة ع نهذدت( 

ا  قدد  اليسدد  ا لدد  يت ددب  اة ط ن ددت ذ عيددت ذددا نت دد   ال  طددت الا ددطى ذددع بسانددا  اذيدد   قدد  اليسدد  ال ددت ا  انت دد   عددت
ال ا    الب  ا دذتبت يط ن دت  اذيد   )عدتا ( ة اند  أًيبدي  اتجهدت   دى عًند  ذدا البعدتذدي  اي الذعدتذدي الذ دبذ   ة 

 أا الذسب ت الذ ب ت أا الذسب ت .
أي تا  xق   أبذا الا بدا   ى اليس  ال ا     E h ج ا  ا(    لب جنح   ى اليس  ال اx  امذت عت ي يتل عا  )

9-   
  2 4 6

1 2 3 ...E h A h A h A h     
ان  بذعا ذا تًيتي أا نت    عتا  أقضا ذا نت    ال  طدت الا دطى ذدع بساندا  اذيد   ل بعدتذدي الذ دبذ   الذعتذدا ة 

الذ ددب ت أا الذعددتذدي الذسب ددت ذددا جندد  ال نددت ا دد  ت الانبدد ا  ا دد   عذددت اًيددي السعدد  ل بعددتذدي  اي الذعددتذدي ذسب ددت 
 الفب اي الازمنت ة اي ل  عت ي الأقض نت لط ن ت ال  طت الا طى ذع بسانا  اذي     ى نت    عتا  .

يددن ا قندده ط ن ددت ذ عيددت ذددا نت دد   ال  طددت الا ددطى ذددع بسانددا  اذيدد   ا  ددى  1111[ يجًددت قدد   ددتة 3عذددت ندد ة ذجذدد  ] 
لج دت  البعدتذدي الً تمندت  اي الذعددتذدي الذسب دت  البد  لا نذعدا تل دتء الا دبدا قنهددت  yاال دت ا  xيسد نا الد ا    ال

اا دددذتبت ط ن ددت  اذيددد   ) اذيدد  ( جنددد  تا  yا xاليسدد ناذددا  اا تبذدددتا الا ددبدا   دددى   yا xا  ددى اليسددد نا 
 E h     ج ا  الب جنح ل يس  ال ا(x .   نسبذ    ى   ا  الذعتذا ان  أ طي  بتمج ان ) 
 yنت دد   ال  طددت الا ددطى ذددع بسانددا  اذيدد     ددى اليسدد  ال ددت ا   1114ب  ذي قدد   ددتة [ ق دد  ا دد01أذددت الطددتم  ]  

ة أي تا  xذدع تبذدتا الا دبدا   دى اليسد  الد ا     xانت     ذي اا   ى اليس  ال ا     E h  ذ دتيهه  ل  دن ت
 ال تي ت ة ان  أ طي  بتمج ان   .

[ يجًت قد  تنادت  ال نذدت الس  ندت ل بعدتذدي الً تمندت  اي الذعدتذدي 4ق   ن ة عا ذا ذجذ  اآ  اا ] 1118أذت ق   تة   
 الذسب ت اب تالاا قنه ًد  ط امق اب  9

)ط ن ددت  )RM RS  ا( )RT RS  ا( )RS RS    ت  تا بدد ه الط امددق ا بذدد ي عدددً ذددا نت دد   ال  طددت الا ددطى انت دد
ايت ب  اة بسانا  اذيد    xانت     ذي اا   ى اليس  ال ا     y يه الذ ج ا انت     ذي اا   ى اليس  ال ت ا 

 ذع   ة تبذتا الا بدا ق  عد اليس نا. yا xد اليس نا  ى ع
)ان  با  اا تلى أا ط ن ت   )RM RS  ب  الأقضا ذا جن  ال نت ا   ت الانب ا  )ا بذت ا   ى     الفب اي الازمنت

 الذ ب  ذت( . 
أ يع ط امق ذ عيت ذدا ط ن دت بساندا  اذيد   ذدع نت د    ذي داا اط ن دت  1118[ ق   ا ب  ذي ق   تة 00أذت ضنتء ] 

 اذي   ذع نت    ال  طت الا طى لبسط  ط امق لج دت  ندنة بعدتذدي ً تمندت جند  تا ذعتذدبهدت ذ ب فدت ال د ا  )ذ دبذ   
)هددددت( ابدددد ه الط امددددق بدددد  ط ن ددددت أا ذ ددددبذ   العددددا ذ ددددب تبهت ذسب ددددت أا ذسب ددددت اذذعددددا تل ددددتء الا ددددبدا قن )RM RS  ة
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( )RM RM  ة( )RS RM  ا( )RS RS  انددد  أ طدددي  بدددتمج انددد   انددد  أًيبدددي يدددتا الط امدددق الأ يدددع البددد  ا بذددد بهت
 بعدتذدي البد  ذعتذدبهدت ذ دبذ   قد  ذ ط دت البعتذدا . أذدت يتل  ديت أ طي  ف  ال ندت يد ف   د   الفبد اي الازمندت يتل  ديت ل

)ل بعتذدي الذسب ت ق    طت أا أعً  ذا ذ ط ت البعتذا ق   أًيبي أقض نت الط ن بنا  )RM RS  ا( )RM RM  ى  
)الطددد ن بنا  )RS RS ا( )RS RM  جنددد  تا الأ نددد بنا يطنمبدددنا اددد اً قددد  ت طدددتء ال ندددت يسددد   عينددد  اددد اً ذدددا الفبددد اي

يس   ذ اب  ن ن ت اد اً . اند  أًيبدي ذدا  ددا الأذً دت الذ بدت   ل بعدتذدي الذسب دت االذذعدا  yا xالازمنت ا  ى اليس نا 
) بدا قنهت تا ط ن ت تل تء الا )RM RS  عت ي الأقضا ة أذدت يتل  ديت ل بعدتذدي الذسب دت البد  لا نذعدا تل دتء الا دبدا

)قنهت ق   أًيبي ذا  دا الأذً ت )البعتذدي( الذ بت   ا ده ط ن دت  )RM RM  بد  الأقضدا أذدت يتل  ديت ل بعدتذدي  اي
الذسب ددت الذ ددب ت ق دد  أًيبددي تا أقضددا ط ن ددت ذددا جندد  ال نددت ا دد  ت الانبدد ا  تلددى ال ددنة البج ن نددت يسدد   قبدد اي الذعددتذدي 

)ازمنت ن ن ت ب  ط ن ت  )RM RS  . 
ان   تن ي الجتلاي الآبنت     ا ب  اج  ن  ال ط   E h 9- 

  ا    يت ب  اة نت    ال  طت الا طى ذع بسانا  اذي     ى اليس تل تء الا بدا   ى اليس  ال -0
 [.02ال ت ا . ذجذ  ]

yق ض  -1 a   ذع   ة تل تء الا بدا جنa [ 4ب    طت الا بدا ة ذجذ  اآ  اا. ] 
yق ض )ًتيي -2 [  3( ذجذ. ] 

بي ي الجتلاي الًدًت ب ه   ى اذنع الط امق الب  ا بسذ بهت ان  با  ي تلى  أا الجتلت الأالى بسط   بتمج أقضا ذع اذنع اا 
الط امق تلا ق  جتلت الذعتذدي الذسب ت االب  لا يذعا تل تء الا بدا قنهت ة قتا الجتلت الًتلًت ب  الأقضا اياذنع الط امق الب  

 ا بسذ بهت
ق  ب ا اليج  ط ن ت    نت لج ت  ننة البعتذدي الً تمنت ا ل  يبطينق ط ن ت بسانا  اذي     ى ال نة ال تبات ذا بطينق ب تال ت   

عتذا ال ا    ذ تانت لس      ذت بعاا     الفب اي الازمنت الب  بازأ تلنهت قب   الب yا xنت    ال  طت الا طى   ى اليس نا 
hالفب اي الازمنت الب  بازأ تلنهت قب   البعتذا ال ت ا  ا  h  اأ ذن تبتRMM  ان ذ ت ًد  ذي ب تي)عجتلاي( ذع الي بتا

 طت ذا   تط ذ ط ت البعتذا أا ذ بذ  العا لإنات   ن ت  تذت لج ا  الب جنح لعا جتلت ذا جتلاي الذعتذا )ذ بذ  ق  عا  
ذسبا الذ ب ت ق    طت ااج   ذا ذ ط ت البعتذا أا ذسبا ق    طت  ذا ذ ط ت البعتذا( . اابضح ذا  دا الذ ت  ت ينا الط ن ت 

ذا جن  ال نت ا   ت انب ا  ال نة تلى ب  الأقضا  RMM[ ة تا ط ن ت 00أ ده اأقضا الط امق االجتلاي الب   تن بهت ضنتء]
 ال نة الج ن نت ل بعتذدي ا    الفب اي الازمنت اياني ن نا   ينتً .

 
 الأسموب المقترح لحساب تكاملات ثنائية البعد  2

  ددبس ض الآا ط ن ت)ا دد ا ( لج ددت  البعددتذدي الً تمنددت يبطينددق ط ن ددت بسانددا  اذيدد     ددى ال ددنة ال تباددت ذددا         
)  دد   الفبدد اي الازمنددت البدد  باددزأ تلنهددت  n ينددق نت دد   ال  طددت الا ددطى   ددى عددد اليس نا)الدد ا    اال ددت ا (   دد ذت بط

 ,a b   ذ تانت تلى )m  الفب اي الازمنت الب  بازأ تلنهت     ( ,c d ا )h h . 
 ت ال  طت الا طى لإذعت نت ا ب  اذهت   ى البعتذدي الب  ذعتذدبهدت ذس قدت أا غند  ذس قدت قد  ذ ط دت البعتذدا ة ان  ا ب  

الا ددطى الذطي ددت قهدد  نت دد   ال  طددت  MMط ن ددت بسانددا  اذيدد   أذددت Rجندد   RMMا  ذددز لهدد ه الط ن ددت يددتل ذز 
    ى عد اليس نا االب   ن بهت الستذت ب  9

   2

1 1

,
m n

i j

j i

MM h h f x y
 

  
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12 
   1,2ة,...,j m  . 

1nقس ددد ذت  يددد أ ياضدددع  m   قددد  ال دددن ت أ دددده قإ  دددت  ج ددد  ال نذدددت الب  نيندددت ل بعتذدددا الً دددتم  جنددد  ندددبة ج دددت 
 MM h   ااي هت ب تاي 2

1 1,h f x y       1ا ًيي ق  ا اال ت ب ه ال نذت الب  نينت    ذتm n  . 
2mًة  ضع  n     أي  ج MM h  جن  تا 

    
2 2

2

1 1

,i j

j i

MM h h f x y
 

  

. انذع  دت بج دنا ال نذبدنا الب د نينبنا البد   Iاأنضت  ًيي ب ه ال نذت ق  ا اال ت   ى ت هت ال نذت الب  نينت ل بعتذا الً دتم  
اذيدد     نهددت يسدد  ذس قددت  ددن ت ال طدد  ايدد ل   ج ددا   ددى ننذددت ل بعتذددا الً ددتم  ج دد  ت   نهذددت يبطينددق ط ن ددت بسانددا   

 . yا  xيط ن ت  اذي   ذع ال  طت الا طى ا  ى اليس نا 
mيتل  يت لي نت ننة  MMابع ا   بذ  يبطينق نت     n  ة ًة  طيق   نهدت بساندا  اذيد   لبساندا انبد ا  ال دنة تلدى

 ال نذت البج ن نت ل بعتذا تلى أا  ج ا   ى ال نذت يتل نت الذ غايت الب    بت بت .
تا  دددن ت ال طددد  بسبذددد    دددى  ددد ا  ال الدددت  ,f x y  قددد  الذ ط دددت   , ,c d a b  ت ا عت دددي ذ دددبذ   أا ذسب دددت قنذدددت

 الذ ب تي الازمنت ق    طت  ذا ذ ط ت البعتذا أا ذسب ت ق    طت ذا ذ ط ت البعتذا اعتلاب 9   
 

  Double Integrals With Continuous Integrandsأولًا : التكاملات الثنائية لمكاملات مستمرة   
 ذس ا عتلآب  I 9 ف ض تا البعتذا         

 ,

d b

c a

I f x y dxdy   

جن  تا  ,f x y  ذعتذا ذ بذ  ق  عا   طت ذا   تط ذ ط ت البعتذا   , ,c d a b . 
 يتل ا   الآبنت I 9ي عا  تة نذعا عبتيت البعتذا 
                                        (0                                              ...)

     ,

d b

c a

I f x y dxdy MM h E h    

جن  تا  MM h بذًا ننذت البعتذا    نتً يت ب  اة نت    ال  طت الا طى   ى اليس ناx اy . 
ااا  E h بددددد     ددددد ت جددددد ا  الب دددددجنحcorrection terms  الذذعدددددا تضدددددتقبهت تلدددددى ندددددنة MM h  ة ااا

   d c b a
h

n n

 
   بت    (m n . ) 

 ت    ال  طت الا طىا  اا  ن ت ال طت ل بعتذدي الاجت نت  اي الذعتذدي الذ بذ  يت ب  اة ن
   عتلاب 9

                                                                                                                                                                    
                    

(1.......)2 4 (3) (3) 6 (5) (5)

2 0 2 0 2 0

1 7 31
( ) ( ) ( ) ( ) ...

6 360 15120
M n n nE h h f f h f f h f f        

   [1]قاع 
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ل  دن ت قدد  ا ددده    Mean-value theorem for derivativesايت دب  اة  ظ نددت ال نذدت الذبا ددطت قد  البفتضددا 
  ج ا   ى9

                                                                                                                                                                                         
(2...)2 4 (3) (3) 6 (5) (5)

2 0 2 0 2 0

1 7 31
( ) ( ) ( ) ( ) ...

6 360 15120
M n n nE h h f f h f f h f f         

 ذس اة ل ن ت ا ه     

    , ,

d b b d

c a a c

f x y dxdy f x y dydx     

قيتل  ددددددددددددددددددددديت ل بعتذدددددددددددددددددددددا الأجدددددددددددددددددددددت ي  ,

d

c

f x y dy  البستذدددددددددددددددددددددا ذدددددددددددددددددددددع(x 9 ددددددددددددددددددددد  نتً بدددددددددددددددددددددا  )عًتيدددددددددددددددددددددي-          .

…(4)

   
       2 4

1 22 4

2 4
1

, 7 ,
, , ...

6 360

d n

j

jc

d c f x d c x
f x y dy h f x y h h

y y

 



   
   

 


 
 . yيت ب  اة نت    ال  طت الا طى   ى اليس  

جن   ,c d   1,2ا,...  2ا 1

2
j

j
y c h


   1,2ا,...,j n . 

(    نت   ى الفب   3ايذعتذ ت)  ,a b   أنضت يت ب  اة نت    ال  طت الا طى   ى اليسx  9 ج ا   ى  

   
       2 42 4

1 22

2 4
1 1 1

, ,7
, , ...

6 360

b d n n n
j j j j

i j

j i ja c

f y f yb a h b a h
f x y dydx h f x y h

x x

 

  

   
    

   
                    

       2 2 4 4

1 2

2 4

, 7 ,
...

6 360

b

a

d c h f x d c h f x
dx

y y

     
   

  
         

جن   ,kj a b   1,2ا,...k   2ا 1

2
i

i
x a h


   1,2ا,...,i n . 

ايذت تا 
2 4

2 4
, ,...

f f

x x

 

 
ا  

2 4

2 4
, ,...

f f

y y

 

 
ذ بذ   ق  عا   طت ذا   تط الذ ط ت     , ,c d a b. 

 -قتا  ن ت ج ا  الب جنح ب يح 9
 

   
   

  

2 4
2 4

2 4 2 41 1 2 2
1 1 2 2

2 4 2 4

, ,, ,7 7
... ...

6 360 6 360

f n f nf n f nh h h h
E h h b a n d c b a

x x y y

  

       
        

             
      

 
  

  
      

2 4
2 442 1 1 2 2

1 1 2 2

2 2 4 4

, ,, ,7
...

6 360

f n f nf n f nd c b a hh
d c b a

x y x y

  

         
                     

      
   
   

 

جن       1,2,..., , , , , ,n n c d a b 
  

   
 

. 

(5....) 
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ق  عا   طدت ذدا   دتط ذ ط دت البعتذدا Existل ا ت ا عتا الذعتذا  الت ذ بذ   اذ ب تبهت الازمنت ذااا      , ,c d a b 
 قت ه نذعا عبتيت  ن ت ال ط  عتلآب  9 

  2 4 6 ...I MM h Ah Bh Ch      (5                  ... )                                    
,جن   , ,...A B C  ًاايي بسبذ    ى الذ ب تي الازمنت ل  الت ق ط الا بسبذ    ىh . 

( ) أي ق  جتلت 2ل ت    ال  طت الا طى ق  ال ن ت )يتل  يت  hب   ف هت ناى h( تا ناى5ااضح ذا ال ن ت)
 البعتذدي الأجت نت لذعتذدي ذ بذ  ( .

 
 
 

 معتمة المشتقات الجزئية –ثانياً : التكاملات الثنائية لمكاملات مستمرة 
Double Integrals For Continuous Integrands With  Singularity In Partial Derivatives 

 الذس ا يتل ن ت I 9الً تم  ل ف ض البعتذا 

     
0 0

,
n ny x

y x

I f x y dxdy MM h E h     

جن   ,f x y  ذس قت ق  عا   طت ذا   تط ذ ط ت البعتذدا   0 0, ,n ny y x x  الدن  لهدت ا دبدا العدا ذ دب تبهت
 أعً  ذا ذ ط ت البعتذا .ق    طت ااج   أا  Undefinedالازمنت غن  ذس قت 

 
 الحالة الأولى

ل فدد ض تا  الددت البعتذددا  ,f x y  ذس قددت قدد  عددا   طدددت ذددا   ددتط ذ ط ددت البعتذددا   0 0, ,n ny y x x  الددن  لهدددت
ا دددبدا العدددا الذ دددب تي الازمندددت ل  الدددت غنددد  ذس قدددت   ددد  ال  طدددت  0 0,x y س ددد  تا ذب   ددد ت بدددتن   ل ددد ااا  اي ابددد ا ن

ذاادا   قد  عدا   طدت ذدا   دتط  ] 8[ا  [7]ة   دب ي  Taylor's series for a function of two variableذب ند نا
ذ ط ت البعتذا   ا ال  طت  0 0,x y   بطنع أا  عب  البعتذا الً تم   .I 9يتل عا الآب   

         
11 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 1

1 1

1 1

, , , , ,
sn n r n n

r s

yy x y x y x x y xn n

r sy x y x y x y x y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
 

 

                

…..(7) 
يتل  دديت ل بعتذددا الأاا قدد  الذ ط ددت الازمنددت    0 1 0 1, ,y y x x  ددبسذا ذب   دد ت بددتن   تلددى   ,f x y  جدداا ال  طددت

 1 1,x y  أي أا 

           
 

 
2

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,
2

y x yy

y y
f x y f x y y y f x y x x f x y f x y


     

 
      

 
 

2 3

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1, , ,
2 3!

xx xy yyy

x x y y
f x y x x y y f x y f x y

 
    

 
 

  
 

  
 

3 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1, , ,
3! 2! 2!

xxx xxy xyy

x x y y x x x x y y
f x y f x y f x y

    
    

 
 

4

1

1 1, ...
4!

yyyy

y y
f x y


                                                    ...)8) 
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  ى ق ض تا اذنع الذ ب تي الازمنت لد  ,f x y  ذااا       ال  طت 1 1,x y (7 اي    البعتذا الً تم  ل  ن ت )
ق  الذ ط ت    0 1 0 1, ,y y x x 9 ج ا   ى  

         
1 1

0 0

3 3 4
2

1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,
2 2 3!

y x

y x yy

y x

h h h
f x y dxdy h f x y f x y f x y f x y     

                                  
4 5 5 5

1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,
3! 4! 4! 2 3!

xx yyy xxx xxy

h h h h
f x y f x y f x y f x y   


     

                              
5 6

1 1 1 1, , ...
2 3! 5 4!

xyy yyyy

h h
f x y f x y  

 
8                   …)   )  

0يد  xايتلبسانض  ا 

1

2
x h  ا اy  0يد

1

2
y h  (ج ا   ى 7ق  ال ن ت  ) 

         
2

0 0 1 1 1 1 1 1 1 10.5 , 0.5 , , , ,
2 2 8

y x xx

h h h
f x h y h f x y f x y f x y f x y       

                                                
2 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,
8 4 8 3! 8 3!

yy xy yyy xxx

h h h h
f x y f x y f x y f x y   

 
  

                                              
3 3 4

1 1 1 1 1 1, , , ...
16 16 16 4!

xxy xyy yyyy

h h h
f x y f x y f x y   


                  

01…) ) 
 (  ج ا   ى 01( ة) 8اذا ال ن بنا )

         
1 1

0 0

4 4 5
2

0 0 1 1 1 1 1 1, 0.5 , 0.5 , , ,
24 24 48

y x

yy xx yyy

y x

h h h
f x y dxdy h f x h y h f x y f x y f x y                                   

       
5 5 5 6

1 1 1 1 1 1 1 1

11
, , , , ...

48 48 48 1920
xxx xyy xxy yyyy

h h h h
f x y f x y f x y f x y     ..                    .. .)11) 

 تا  الت البعتذا ذ بذ   ق  عا   طت ذا   تط ذ ط ت بعتذدبهت ل ا قتا أذت يتل  يت ل بعتذا الًت   االًتل  اال ايع ق دجظ 

   
1 1

0

1 1
2 2 4

0 1 1

1 1

, 0.5 , 0.5 ...
r

r

y xn n

r

r ry x

f x y dxdy h f x h y h A h B h
 

 

        0.           ..) 2) 

   
1 1

0

1 1
2 2 4

0 2 2

1 1

, 0.5 , 0.5 ...
s

s

y xn n

s

s sy x

f x y dxdy h f x h y h A h B h
 

 

                 ...)13) 

 
1 1

2 2 4

1 1 3 3

1 1

2 1 2 1
, , ...

2 2

n ny x n n

j iy x

i j
f x y dxdy h f x h y h A h B h

 

  
      

 
        …)14) 

,جنددددددد   ,...i iA B زمندددددددت ل  الدددددددت ًاايدددددددي بسبذددددددد    دددددددى الذ دددددددب تي الا ,f x y  1,2ق دددددددط ة,...i   اياذدددددددع ال دددددددن
 -( ج ا   ى 039(ة)02(ة)01(ة)00)

   
0 0

4
2

0 0

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2 24

n ny x n n

yy xx

j iy x

i j h
I f x y dxdy h f x h y h D D

 

  
       

  
  

                                         
5 2

1 1

11
... ,

48 1920
yyy xxx xyy xxy yyyy

h h
D D D D D f x y


      


 

                                      2 4 ...Ah Bh                                                   ...(15) 
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,جنددددد   ,...A B  ًاايدددددي بسبذددددد    دددددى الذ دددددب تي الازمندددددت ل  الدددددت ,f x y  ق دددددط ة اااxD
x





ة 
yD

y





ة  
2

2xxD
x





ة
2

2yyD
y





 ة...

 
 

 الحالة الثانية 
 ف ض تا           ,f x y  ذس قت قد  عدا   طدت ذدا   دتط ذ ط دت البعتذدا   0 0, ,n ny y x x  الدن  لهدت ا دبدا

العددا الذ ددب تي الازمنددت ل  الددت غندد  ذس قددت   دد  ال  طددت  ,n nx y  ابدد ا نس دد  تا ذب   دد ت بددتن   ل دد ااا  اي الذب ندد نا
ذااا   ق  عا   طت ذا   تط ذ ط ت البعتذا   ا ال  طت  ,n nx y . 

 -  بطنع أا  عب  9

         
11 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

2 2

0 0

, , , , ,
sn n n n r n n n n

r n n s n n

xy x y x y x y y xn n

r sy x y x y x y x y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
  

   

 

 

              

(05          ...)  
يتل  دديت ل بعتذددا ال ايددع قدد  الذ ط ددت الازمنددت    1 1, ,n n n ny y x x     ددبسذا ذب   دد ت بددتن   ,f x y  جدداا ال  طددت

 1 1,n nx y   أي تا 
           1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,n n n y n n n x n nf x y f x y y y f x y x x f x y            

                  
 

 
      

2 2

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1, , ,
2 2

n n

yy n n xx n n n n xy n n

y y x x
f x y f x y x x y y f x y

 

       

 
      

                  
 

 
 

  
 

3 3 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1, , ,
3! 3! 2!

n n n n

yyy n n xxx n n xxy n n

y y x x y y x x
f x y f x y f x y

   

     

   
    

                   
 

 
 

2 4

1 1 1

1 1 1 1, , ...
2! 4!

n n n

xyy n n yyyy n n

x x y y y y
f x y f x y

  

   

  
                  …(17) 

  ى ق ض تا اذنع الذ ب تي الازمنت لد  ,f x y        ذااا 1 1,n nx y  (ق  06اي    البعتذا الً تم  ل  ن ت)
الذ ط ت    1 1, ,n n n ny y x x  9 ج ا   ى -   

       
1 1

3 3
2

1 1 1 1 1 1, , , ,
2 2

n n

n n

y x

n n y n n x n n

y x

h h
f x y dxdy h f x y f x y f x y

 

         

                                
4 4 4

1 1 1 1 1 1, , ,
3! 3! 4

yy n n xx n n xy n n

h h h
f x y f x y f x y          

                           
5 5 5

1 1 1 1 1 1, , ,
4! 4! 2 3!

yyy n n xxx n n xxy n n

h h h
f x y f x y f x y       


 

                              
5 6

1 1 1 1, , ...
2 3! 5 4!

xyy n n yyyy n n

h h
f x y f x y     

 
(07         ...)  

1يد  xايتلبسانض  ا 

2
nx h ا ا y  1يد

2
ny h (ج ا   ى 06ق  ال ن ت ) 



 (  1111) (   السنة1(   العدد )3والرياضيات   المجلد ) وبمجلة القادسية لعلوم الحاس

 05 

       1 1 1 1 1 10.5 , 0.5 , , ,
2 2

n n n n y n n x n n

h h
f x h y h f x y f x y f x y           

                                              
2 2 2

1 1 1 1 1 1, , ,
8 8 4

yy n n xx n n xy n n

h h h
f x y f x y f x y           

                                           
3 3

1 1 1 1, , ...
8 3! 8 3!

yyy n n xxx n n

h h
f x y f x y     

 
     ... (19) 

 (  ج ا   ى 08(ة)07اذا ال ن بنا )

       
1 1

4 4
2

1 1 1 1, 0.5 , 0.5 , ,
24 24

n n

n n

y x

n n yy n n xx n n

y x

h h
f x y dxdy h f x h y h f x y f x y

 

          

                                      
5 5 5

1 1 1 1 1 1, , ,
48 48 48

yyy n n xxx n n xxy n n

h h h
f x y f x y f x y          

                               
5 6

1 1 1 1

11
, , ...

48 1920
xyy n n yyyy n n

h h
f x y f x y              ...)20) 

ازمنددت ذ ددبذ   يتل  دديت ل  الددت أذددت يتل  دديت ل بعددتذدي الًدًددت الأالددى البدد  بدد   اي ذ ددب تي  ,f x y  قدد  اذنددع   ددتط
 ذ ط ت البعتذا  دجظ تا 9

 
1 1

0 0

1 1
2 2 4

0 0 1 1

1 1

2 1 2 1
, , ...

2 2

n ny x n n

j iy x

i j
f x y dxdy h f x h y h A h B h

   

 

  
      

 
       ...(21) 

   
1

1

2 2
2 2 4

1 2 2

0 0

, 0.5 , 0.5 ...
r n

r n

y xn n

n r

r ry x

f x y dxdy h f x h y h A h B h




 



 

               (11... )  

   
1

1

2 2
2 2 4

1 3 3

0 0

, 0.5 , 0.5 ...
sn

n s

xy n n

s n

s sy x

f x y dxdy h f x h y h A h B h




 



 

                   (12...)  

,جندددددد   ,...i iA B ً اايددددددي بسبذدددددد    ددددددى الذ ددددددب تي الازمنددددددت ل  الددددددت ,f x y  1,2ق ددددددط ة,...i    اياذددددددع ال ددددددن
 -(  ج ا   ى 129(ا)11(ة)10(ة)11)

   
0 0

4
2

0 0

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2 24

n ny x n n

yy xx

j iy x

i j h
I f x y dxdy h f x h y h D D

 

  
       

  
  

                                         
5 2

1 1

11
... ,

48 1920
yyy xxx xyy xxy yyyy

h h
D D D D D f x y


      


 

                                      2 4 ...Ah Bh                                                 …(24) 
,جن   ,...A B . ًاايي 

mل ا قتا  ن ت ال ط  يت بسذتا نت    ال  طت الا طى   ى عد اليس نا    ذت  n  h h   ق  جتلت الا بدا قد
 0 0,x y  أا ,n nx y 9  بعب  يتل عا الآب- 

      2 4

1 1 2 2 ... ...I MM h a f h a f h Ah Bh                                   ...(25) 
,ت  تا   ,...A B اia 1,2ًاايدددددي ا,...i   اااif  ااا بسبذددددد    دددددى h   ق دددددط ا ج دددددا   نهدددددت ذدددددا  ددددددا ال دددددن

 (.13(ا)04)
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               Double Integrals With Singular Integrands ثالثاً : التكاملات الثنائية لمكاملات معتمة

ذسد ا قد  عدا   طدت ذدا   دتط ذ ط دت البعتذدا  د ا ال  طدت  Iالبعتذدا الً دتم   ل ف ض تا ذعتذدا         0 0,x y  قدتا
بطينق نت    ال  طت الا طى   ى عدد اليسد نا لا ب دبسذا ننذدت الذعتذدا قد  ال  طدت  0 0,x y  ايد ل  نعداا ذدا الذذعدا

اعد ل  ل ج داا  yا x( ل ج اا   ى ننذت البعتذا يت ب  اة ال  طت الا طى   ى عدد اليسد نا 04ا ال ن ت)ا بسذت
   ى  ن  ال ط  .

اع ا الجتا ت ا عت ي  ,n nf x y (13غن  ذس قت ق  ب  ة ال ن ت ) 
  -.الأمثمة :3 

0.  
2 2

1 1

lnI x y dxdy     ذ  يدددددت لاً بددددد    ددددد   ذ بيدددددت  0.178027541155ت  تا ننذبددددده البج ن ندددددت بددددد

    نت .

1. 
1 1

0 0

1I y xy dxdy     1.3ت  تا ننذبه البج ن نت ب . 

2. 
1 1

2 2

0 0

x y
I dxdy

x y




    ذ  يت لاً ب    د   ذ بيدت   د نت  1.152832416243ت  تا ننذبه البج ن نت ب 

. 
 

 -النتائج : 4

تا ذعتذدددا البعتذدددا          
2 2

1 1

lnI x y dxdy   ذسددد ا لعدددا      , 1,2 1,2x y     لددد ا قدددتا  دددن ت جددد ا

 -(59الب جنح له ا البعتذا بعاا ذذتً ت ل  ن ت)
   2 4 ...E h Ah Bh   

,جن   ,...A B ( نينا ج 0ًاايي االا اا )ت  البعتذا أ ده    نتً يت بسذتاRMM ذتً تا ال نة ق  الا اا ذ  يت  
 تلى اً ب       ذ بيت    نت .

n m

 MM K=2 K=4 K=6 K=8قيم قاعدة  

1 
1.09861228866

8     

2 
1.09156956942

6 
1.08922199634

6    

4 
1.08975064597

9 
1.08914433816

4 
1.08913916095

2   

8 
1.08929192371

6 
1.08913901629

5 
1.08913866150

3 
1.08913865357

5  

16 
1.08917698716

1 
1.08913867497

6 
1.08913865222

1 
1.08913865207

4 
1.08913865206

8 
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( حساب التكامل الثنائي 1الجدول ) 
2 2

1 1

lnI x y dxdy   . 

16n دجددظ  ذددا الادد اا   دد ذت  m     قددتا ال نذددت ي ت ددMM  السذددا  الأاا ذددا الادد اا(  ددجنجت لأ يددع ذ ابدد(
( اج   ق  الذ بيت ال تذ ت اذت يس بت ين ذت ال نذت يط ن ت بسانا  اذي   ذع ال ت    الذ عا   09527224   نت يفت ق )

  جنجت لإج ى     ذ بيت يفت ق اج بنا يتلذ بيت الًت نت     . بعاا
8nع ل   دجظ تا ال نذت   جنجت لًذتا ذ اب     نت    ذت  m  (15  ق  جدنا ج د ي ضدنتء )00[قب   ازمنت 

16n  ى  دي ذ ابد    د نت  دجنجت   د ذت ]   4اm (15  قد  اذندع الط امدق االجدتلاي البد   عد ي )قبد   ازمندت
  تي تً .

أذددت ذعتذددا البعتذددا          
1 1

0 0

1I y xy dxdy    قهددا ذسبددا الذ ددب تي الازمنددت   دد ذت    , 1,1x y   ا دداع

 -ا ب  9( ل بعتذ03الا بدا ا  ي ل ا قتا  ن ت ج ا  الب جنح يت ب  اة ال ن ت)

 
5 7 9

2 42 2 2
1 2 3 ... ...E h a h a h a h Ah Bh       

         
5 7

2 42 2
1 2 ...Ah a h a h Bh      

,جندد   ,...A B اia  1,2ًاايددي ة,...i (الدد ي نيددنا ج ددت  البعتذددا 1.ج دد  ت   ددى ال بددتمج الذ ا ددت قدد  الادد اا   )
 -الآب  9أ ده    نتً ان  ابضح 

128n  د ذت  m     قدتا ننذدت البعتذدا يت ددب  اة نت دMM  دجنجت ل ذد  ذ ابدد    د نت ايت دب  اة ط ن دت بسانددا 
قبدد   ازمنددت( . ا ج دد ي ضددنتء       103 اذيدد   ذددع بدد ه ال نذددت ج دد  ت   ددى ننذددت  ددجنجت لاً بدد    دد   ذ بيددت   دد نت يددد )

512n بدد    دد   ذ بيددت   دد نت   دد ذت أنضددت   ددى ننذددت  ددجنجت لا11ً] [  32اm  (103   االبدد  بدد )قبدد   ازمنددت
أقضا  بنات     ا بسذتلهت ط ن ت  RM RS   ج   الجتلت الأالى . اعد ل  ج د ي   دى ننذدت  دجنجت لب دع ذ ابد
512nأ ددددده   ددد ذت    ددد نت يت دددبسذتا الط ن ددددت االجتلدددت  16اm  (102  ين ذدددت ج دددد  ت   دددى ننذددددت . )قبددد   ازمنددددت
64n جنجت لس    ذ اب     نت    ذت  m  (101 . )قب   ازمنت 
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( حساب التكامل الثنائي 2الجدول ) 
1 1

0 0

1I y xy dxdy   . . 

 
 
 
 
 
 
 
 

n m  MM K=2 K=2.5 K=3.5 K=4 K=4.5 K=5.5 K=6قيم قاعدة  
1 0.4330127018922               
2 0.4098819122071 0.4021716489788             
4 0.4027779632925 0.4004099803210 0.4000316844665           
8 0.4007505402439 0.4000747325610 0.4000027423843 0.3999999362082         
16 0.4001977088048 0.4000134316585 0.4000002680722 0.4000000281670 0.4000000342976       
32 0.4000512255695 0.4000023978244 0.4000000284494 0.4000000052160 0.4000000036859 0.4000000022705     
64 0.4000131261669 0.4000004263660 0.4000000030205 0.4000000005549 0.4000000002442 0.4000000000851 0.4000000000357   
128 0.4000033382619 0.4000000756268 0.4000000003101 0.4000000000473 0.4000000000134 0.4000000000028 0.4000000000009 0.4000000000004 
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أذت البعتذا   
1 1

2 2

0 0

x y
I dxdy

x y




   قها ذسبا الذعتذا    ذت    , 0,0x y  .  ا اع الا بدا   ي 

 -(بعاا عتلآب  049ل ا قتا  ن ت ج ا  الب جنح يت ب  اة ال ن ت ) 
  2 4 2 4

1 2 3 ... ...E h a h a h a h Ah Bh       
          2 4

1 2 ...ah c h c h     
,جن   ,...A B اiaةic  1,2ًاايي ة,...i . 

 (  .2ان  ج   ت   ى ال بتمج الذ ا ت ق  الا اا)
n m
 MM K=1 K=2 K=4 K=6 K=8 K=10قيم قاعدة  
1 2             

2 2.133333333333 
2.26666666666
7           

4 2.198734541777 
2.26413575022
1 

2.26329211140
6         

8 2.231344963183 
2.26395538458
9 

2.26389526271
2 

2.26393547279
9       

16 2.247644606160 
2.26394424913
7 

2.26394053732
0 

2.26394355562
7 

2.26394368392
6     

32 2.255794079937 
2.26394355371
4 

2.26394332190
6 

2.26394350754
6 

2.26394350678
2 

2.26394350608
8   

64 2.259868795095 
2.26394351025
2 

2.26394349576
5 

2.26394350735
6 

2.26394350735
3 

2.26394350735
5 

2.26394350735
6 

(حساب التكامل الثنائي 3الجدول)
1 1

2 2

0 0

x y
I dxdy

x y




  . 

64n  دددب بج  ذدددا الاددد اا   ددد ذت  m     قدددتا ال نذدددت ي ت دددMM  دددجنجت لذددد بيبنا   ددد نبنا ين ذدددت يت دددب  اة ط ن دددت 
64n) 101ذ بيت    نت يس   قب اي ازمنت بسانا  اذي   ذع ال ت    الذ عا   بعاا  جنجت لإج ى      m . ) 

128mعت ي قنهت ننذدت البعتذدا  دجنجت لب دست ذ ابد    د نت   د ذت  [11]  ذت اا أقضا  بنات ج  ي   نهت ضنتء    ا
64n  ( يت بسذتا ط ن ت  102أي يد )قب   ازمنت RM RS . يج   الجتلبنا الأالى االًت نت 

 
 المناقشة ـ  5

  ب بج ذا  دا  بتمج اا ااا ب ا اليج  ا ه     ج ت  البعتذدي الً تمنت ي ت    ال  طت الا طى   ى عدد اليسد نا         
hا  mبعاا ذ تانت لد  n   ذت  h   نت د(    تا ب ه ال تMM  ذ ت  دت )( بسطد  ننذدتً  دجنجت )لسد   ذ ابد    د نت

ذع ال نة الج ن نت ل بعتذدي يت بسذتا     ذا الفب اي الازمنت ي اا ا بسذتا  ذ نت البسد نا ال دت ا    نهدت . عذدت نظهد   لد  
قددد  ج دددت  البعدددتذدي الً تمندددت  اي الذعدددتذدي الذ دددبذ   قددد  عدددا   طدددت ذدددا   دددتط ذ ط دددت البعتذدددا اعددد ل   اي ياضددداح أعًددد  

 ذعتذدي ذسب ت الذ ب تي الازمنت ق    طت أا أعً  ذا ذ ط ت البعتذا .



 (  1111) (   السنة1(   العدد )3والرياضيات   المجلد ) وبمجلة القادسية لعلوم الحاس

 21 

16m  ى  ينا الذًتا ة قإ  ت ق  البعتذا الأاا  ج   ت   ى ننذت  جنجت لأ يع ذ اب     نت  جنجت    ذت  n  . 
اج دد  ت قدد  البعددتذدي الذسب ددت الذ ددب ت ة   ددى  ددينا الذًددتا ة قدد  البعتذددا الًددت     ددى ننذددت  ددجنجت ل ذدد  ذ ابدد    دد نت  

   ى الب بن . n=m=128   ذت
الذًتا ة قد   ق  جنا ج   ت   ى انا     ذا الذ اب  ق  جتلت البعتذدي الذسب ت ق    طت  ذا ذ ط ت البعتذا .   ى  ينا

64mالبعتذا الًتل  ج   ت   ى ذ بيبنا    نبنا    ذت  n  . 
الذ عا   أ طي  بدتمج أقضدا ذدا جند   د  ت الانبد ا   MMتلا تا الا ااا أاضجي ا ه ذا  دا بسانا  اذي   ل ت    

 نة البعتذدي الج ن نت .يس   ن نا ذا الفب اي الازمنت   ينتً تلى ن
قب   ازمنت( . اع ل  ق  جتلت البعتذدي  اي  101ت  عت ي  جنجت لإج ى     ذ بيت    نت يتل  يت ل بعتذا الًتل  يد )

ذعتذدي ذ بذ   أا ذسب ت الذ ب تي الازمنت ق   أاضجي الا ااا تا ط ن ت بسانا  اذي    اي أبذنت عين   ق  بسانا 
 ال نة الج ن نت ل بعتذاانب ا  ال نة تلى 

 RMMاندد  لاجظ ددت ا دده ذهذددت عددتا  دد ا  الذعتذددا ق دد  بيددنا ذددا  دددا  بددتمج البعددتذدي الذ بددت   تا الط ن ددت البدد  أ ددذن تبت 
ن ن دت   دينتً ( يتل  ديت لي ندت   nا  mعت ي الأقضدا ذدا جند  ال ندت ا د  ت انبد ا  ال دنة تلدى ال دنة الج ن ندت ل بعدتذدي ) ندنة 

  [4]اذجذددد  [13]البددد  أًيبدددي أقضددد نبهت   دددى ي ندددت الط امدددق البددد  ابيسهدددت اليدددتجًاا ذجذددد  [13]الط امدددق البددد  ا دددب  ذبهت ضدددنتء
 .   [5]اذجذ  اآ  اا   [10]االطتم  

قبد   ازمندت( اج د ي  15ت   ى ننذت  جنجت لًذتا ذ ابد    د نت يدد )قف  البعتذا الأاا جن  تا الذعتذا  الت ذ بذ   ج   
   ى  ي ذ اب     نت  جنجت ي ف  الس   ذا الفب اي الازمنت ق  اذنع الط امق االجتلاي . [13]ضنتء

قف  البعتذا الًت   الذسبا الذ ب ت ا اع الا بدا ا  ي    ذت    , 1,1x y   جنجت لس    ذ اب  ق   ج   ت   ى ننذت 
  ى ننذت  جنجت لب ع ذ اب     نت  ي ف  الس   ذا الفب اي الازمنت جن   [13]قب   ازمنت( اج  ي ضنتء 101   نت يد )

عت ي أقضا  بنات     ا ب  اذهت ط ن ت  RM RS ج   الجتلت الأالى 
ا   ي     ذتأذت ق  البعتذا الًتل  الذسبا الذعتذا ا اع الا بد   , 0,0x y     ق   ج   ت   ى ننذت  جنجت لإج ى

(قب    102  ى ننذت  جنجت لب ع ذ اب     نت أي يد ) [13]( قب   ازمنت ق  جنا ج  ي ضنتء 101    ذ بيت    نت يد )
ازمنت )يت بسذتا ط ن ت RM RS جن  تا ب ه الط ن ت أ طي أقضا ال بتمج يتل  يت له ا  يج   الجتلبنا الأالى االًت نت

 البعتذا (
بسبذد    ددى الذ دب تي الازمنددت ل  الدت  RMMعذدت لاجظ ددت تا  دن ت ال طدد  قد  ط ن ددت   ,f x y  ق ددط ين ذدت بسبذدد   ددن ت

لإنات   ن ت ال ط   xلذ ب ت الازمنت يتل  يت لد ال ط  ق  الط امق الب  ا ب  ذهت اليتجًنا ا ده   ى ا E h   ى اليس  (
الدد ا   ( أذددت  ددن ت ال طدد   E h   اليسدد  ال ددت ا(y  قإ هددت بسبذدد    ددى تناددت  البعتذددا الدد ا    ابجانددا ال الددت ) تلددى  الددت

 ًة تنات   ن ت ال ط  له ه ال الت جن  بسبذ    ى الذ ب ت . yيتلذب ن  
ق ا عتا ذا غن  الذذعا ذعتذ ت البعتذا ال ا    قتا  ذ نت تنات   ن ت ال ط   E h  ب يح غن  ذذع دت الهد ا قدتا ط ن دت

RMM .  بعاا أقضا ق  ب ه الجتلت ذا  تجنت  ن ت ال ط 
ب ب  ق اني انا يعًن  ذذت ب ب  نه  ذ نت ج دتيهت يت دبسذتا  RMMعذت اا  ت تا  ذ نت ج ت  البعتذدي الً تمنت يط ن ت 

ًددة نيدد أ الي  ددتذج  m ددى ت طددتء ننذددت لددد الط امددق البدد  ا ددب  ذهت اليددتجًاا أ ددده ا لدد  لاا الط امددق البدد  ا ددب  ذابت بسبذدد   
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نددبة ج ددت  ال نذددت الب  نينددت ل بعتذددا ج دد  ال ت دد   الذطي ددت ًددة بج ددا ال ددنة  nا  دد  عددا ننذددت   لددد  nيتليجدد   ددا ننذددت لددد 
ال تبات تلى أا نج ا   ى ننذت نعاا قنهت ال ط  الذط ق ا   ذا أا ن تاي ننذت  يت ب  اة ط ن ت بسانا  اذي     ى ال نة

8n)  ددى اليسد  الدد ا   (. ال فد ض ا ده بددة الج داا   ددى بد ه ال نذدت   دد ذت  Epsذسن دت أ دذابت   1اm   دى  ددينا  (
   nانيدد ا يتليجدد   ددا ننذددت لددد  mبة بًينددي بدد ه ال نذددت قدد  الادد اا ًددة ن دداة الي  ددتذج يإ طددتء ننذددت ا ندد   لددد الذًددتا( ق دداا ندد

ًدة ندبة   m=2اn=4اي ف  الط ن ت أ ده نبة الج اا   ى ننذت ا ن   ا  ى ق ض ا ه بدة الج داا   دى بد ه ال نذده   د ذت 
تلى أا نبة الج داا   دى ننذدت نعداا  m نا ال نذبنا الذج ايبنا ق  أ ده يط ن ت بسانا  اذي   ابع ا يتل  يه لي نت ننة بج

 )  ى اليس  ال ت ا ( .  1Epsقنهت ال ط  الذط ق ا   ذا أا ن تاي ننذت ذسن ت أ ذابت 
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Abstract 

        The main aim of this thesis to find values of the double and triple integrals numerically with 

continuous integrands or improper (singular) of the partial derivatives or improper at one point or 

more of region of the integration . 

Also in this thesis , we find general formula of the errors by using behaviour of the integrands 

and new approach is different on the previous approached by Mohammed [13] , Alttai [10] , 

Dayaa [11] and others . 

We have introduced three theorems (cases) to find the correction errors bounds with respect to 

the double integration for all case of the integrand by depending on these correction errors . 

We calculated the double integral and found the RMM method is composition method of using 

midpoint rule on the two dimensions interior x and exterior y with applying Romberg 

acceleration method on it when the number of subintervals of interval of interior integral equal to 

the number of subintervals of interval of exterior integral  h h  such that h  is the distances 

between coordinates of  x and h is the distances between coordinates of y such that we can 

depend on it to calculate the double integrations , and given higher accuracy in the results by few 

subintervals and time less than the request time for the researchers in the same subject . 


